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NotationsNous reportons i
i 
ertaines des notations les plus usit�ees dans 
e m�emoire. La listequi suit permet un rappel de notation en 
ours de le
ture mais ne se substitue pas �a uned�e�nition de 
haque item dans le texte.D�erivations et op�erateurs di��erentiels :�x ddx d�erivation ordinaire�x x ddx d�erivation d'Euler�x (x2 � 1) ddx	k;x (x2 � 1) ddx + (2k + 1)x�k;x (x2 � 1) d2dx2 + (2k + 1)x ddxOp�erateurs aux di��eren
es :I I(an) = an op�erateur d'identit�eE E(an) = an+1 op�erateur de d�e
alageOp�erateurs aux di��eren
es asso
i�es aux s�eries de Chebyshev :� E�1 � E2nr (n� 1)E�1 + (n+ 1)EX0 E + E�12Xk (n+ k)E + (n� k)E�12nRemarque : on notera la d�e�nition des op�erateurs � et r qui ne repr�esentent pasi
i, 
ontrairement �a un usage assez r�epandu dans la litt�erature sur les op�erateurs auxdi��eren
es, les d�eriv�ees dis
r�etes : E� I et I� E�1.11



Fon
tions d�e�nies sur C :w z 7! z + z�12v z 7! z � z�12l z 7! jz � 1j+ jz + 1jr z 7! l(z) +pl(z)2 � 42M d�esigne l'ensemble des fon
tions analytiques sur C sauf en un nombre �ni de points.Autres notations :Æn;m 1 si m = n ; 0 sinon symbole de Krone
ker(a)n a(a+ 1) : : : (a+ n� 1) notation de Po
hhammern!! 1:3:5 : : : (2n� 1) = (2n)!2nn!M transformation de Mellin
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Introdu
tionLe travail pr�esent�e de 
e m�emoire de th�ese se propose d'�etudier divers probl�emesmath�ematiques et algorithmiques li�es �a la re
her
he de s�eries de Chebyshev solutionsd'une �equation di��erentielle holonome g�en�eriqueLy = pr(x)y(r) + � � �+ pk(x)y(k) + � � �+ p0(x)y = q(x) : (1)Le quali�
atif holonome prend di��erents sens selon les 
ontextes math�ematiques : dans
e m�emoire il signi�era lin�eaire �a 
oeÆ
ients polynômiaux et quali�era aussi bien une�equation di��erentielle que l'op�erateur di��erentiel asso
i�e. La re
her
he des solutions del'�equation (1) �a l'aide de s�eries de Taylor est bien mâ�tris�ee : sur le plan th�eorique parles r�esultats d'existen
e d'une base de solutions formelles 
onnus depuis le si�e
le dernierdepuis les travaux de Fabry et Poin
ar�e jusqu'aux r�esultats plus r�e
ents sur la resommationdes solutions formelles en \vraies" solutions de l'�equation di��erentielle (Balser, Braaksma,E
alle, Ramis ...) ; et sur le plan algorithmique depuis la manipulation des s�eries de Taylormaintenant trait�ee par la plupart des syst�emes de 
al
ul formel modernes jusqu'au 
al
ule�e
tif des solutions formelles (programmes DESIR, DESIR2, ISOLDE et autres) issu desm�ethodes de polygones de Newton. Les s�eries de Chebyshev sont moins ri
hement dot�eesde r�esultats pour la même probl�ematique : nous avons don
 voulu 
ontribuer �a la re
her
hede tels r�esultats.Le premier probl�eme ren
ontr�e dans notre re
her
he r�eside dans la 
apa
it�e �a appliquerun op�erateur di��erentiel �a une s�erie de Chebyshev d'une mani�ere algorithmique 
ommeon sait le faire pour les s�eries de Taylor. C'est l'objet de la premi�ere partie. La m�ethodeque nous avons mise au point s'est av�er�ee être tr�es naturellement g�en�eralisable �a uneplus grande 
lasse de s�eries. Cette g�en�eralisation est pr�esent�ee dans la premi�ere partie de
e m�emoire o�u nous donnons une m�ethode pour faire agir un op�erateur di��erentiel surune s�erie d�evelopp�ee suivant une famille de polynômes hyperg�eom�etriques. Les polynômeshyperg�eom�etriques v�eri�ent des �equations di��erentielles parti
uli�eres qui leur 
onf�erent ungrand nombre de propri�et�es que nous pouvons \transmettre" aux s�eries 
orrespondantes.Parmi les polynômes hyperg�eom�etriques se trouvent les polynômes orthogonaux 
lassiquesdont les polynômes de Chebyshev. Le premier 
hapitre pr�esente les r�esultats th�eoriquesqui permettent un travail algorithmique ave
 les s�eries de polynômes hyperg�eom�etriqueset en parti
ulier d'e�e
tuer des op�erations di��erentielles sur 
elles-
i. Dans le 
hapitre 2nous indiquons nos 
hoix de repr�esentation informatique des s�eries et des op�erations quiont abouti au programme orthoserie d�evelopp�e en MAPLE et qui permet la mise en oeuvre13



Introdu
tione�e
tive des propri�et�es �etudi�ees th�eoriquement dans le premier 
hapitre.La se
onde partie est 
onsa
r�ee plus sp�e
i�quement aux s�eries de Chebyshev. Lesraisons de l'int�erêt parti
ulier port�e aux s�eries de Chebyshev sont expos�ees dans le premier
hapitre de 
ette partie. Cet int�erêt provient des propri�et�es d'approximation des s�eries deChebyshev dont les sommes partielles fournissent des approximants polynômiaux quasi-optimaux pour la norme uniforme sur un segment. Un ensemble d'autres propri�et�es vientde plus valider du point de vue analytique les pro
�ed�es formels issus de la premi�ere partie.L'aboutissement de 
ette validation est la 
onstru
tion d'une �equation r�e
urrente, que nousappelons r�e
urren
e de Chebyshev, v�eri��ees par les 
oeÆ
ients de Chebyshev des solutionsde l'�equation (1).Dans le 
hapitre 4, nous �etudions la stru
ture de la r�e
urren
e de Chebyshev. Cette�etude met en �eviden
e des propri�et�es qui seront utilis�ees par la suite tant pour le traitementinformatique que pour l'�etude th�eorique des solutions de la r�e
urren
e de Chebyshev. Apr�es
es 
onsid�erations, nous traitons d'une part le probl�eme de fa
torisation de la r�e
urren
ede Chebyshev qui, parfois, n'est pas minimale - dans un sens �a d�e�nir - et d'autre partquelques probl�emes inverses asso
i�ees �a la r�e
urren
e de Chebyshev : 
omment re
onstruirel'�equation di��erentielle qui a engrendr�e la r�e
urren
e ? 
omment 
onstruite une r�e
urren
equi ait une solution donn�ee ? Les r�eponses �a 
es probl�emes sont appr�ehend�ees de mani�ere
onstru
tive, sugg�erant de fa�
on imm�ediate la programmation que nous en avons faitedans le langage MAPLE.Le 
hapitre 5 soul�eve l'interrogation prin
ipale que sus
ite la r�e
urren
e de Chebyshevet fournit des r�eponses suivant di��erents axes. La stru
ture de la r�e
urren
e de Cheby-shev �etudi�ee pr�e
�edemment indique que 
elle-
i est d'ordre au moins 2r lorsqu'elle estengendr�ee par une �equation di��erentielle d'ordre r. Ce qui signi�e toute solution de lar�e
urren
e de Chebyshev ne 
onstitue pas la suite des 
oeÆ
ients de Chebyshev d'unesolution de l'�equation di��erentielle. La question que nous nous posons est don
 la naturede 
es solutions surnum�eraires auxquels nous asso
ions des s�eries de Chebyshev formellesdivergentes. Dans un premier temps, nous �etudions le 
omportement asymptotique dessolutions formelles. Pour 
ela, nous utilisons des outils et des r�esultats issus de l'�etudeasymptotique Gevrey pour les s�eries de Taylor. Notamment, nous d�e�nissons un poly-gone de Newton-Chebyshev qui permet de d�eterminer �a partir de l'�equation di��erentiellele 
ara
t�ere Gevrey des solutions formelles d'une mani�ere tr�es dire
te. Le 
omportementasymptotique des solutions formelles même s'il 
onstitue une information importante (y
ompris dans l'analyse des m�ethodes num�eriques asso
i�ees �a la r�e
urren
e de Chebyshev)ne marque n�eanmoins pas le lien entre les solutions formelles et les fon
tions solutions del'�equation di��erentielle. Ce lien est �etabli grâ
e �a une repr�esentation int�egrale de 
ertainessolutions formelles, qui fait intervenir expli
itement une fon
tion solution de l'�equationdi��erentielle. La 
orr�elation entre l'augmentation du nombre de solutions formelles et lesdegr�es des polynômes 
oeÆ
ients de l'�equation di��erentielle est interprêt�ee en terme dese
teurs de d�e
roissan
e exponentielle que l'on peut d�eterminer expli
itement �a l'aide de la
onstru
tion d'une base de solutions formelles (aux sens de Fabry) �a l'in�ni de l'�equation.Une autre fa�
on de relier solutions formelles et fon
tions solutions 
onsiste �a appliquer auxpremi�eres une m�ethode de resommation pour faire r�eapparâ�tre des fon
tions solutions.Divers pro
�ed�es sont examin�es.En�n, dans le dernier 
hapitre nous revenons au probl�eme de r�esolution num�erique de14



Introdu
tionl'�equation di��erentielle. Grâ
e aux outils informatiques pr�esent�es dans la premi�ere partieet programm�es en MAPLE, la mise en oeuvre de m�ethodes de r�esolution se trouve grande-ment simpli��ee et fa
ilement adaptable. Nous avons essentiellement �etudi�e une � -m�ethodeque nous avons exp�eriment�ee dans une grande gamme de probl�emes (int�egration sur un
ontour, probl�emes aux limites, syst�emes lin�eaires et
 ...). L'usage du 
al
ul formel per-met de plus d'obtenir en modi�ant � -m�ethode des approximations rationnelles pour lessolutions d'un probl�eme de Cau
hy.
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Chapitre 1S�eries orthogonalesLe but de 
e 
hapitre est de pr�esenter une m�ethode g�en�erale pour appliquer un op�erateurdi��erentiel �a une s�erie d�evelopp�ee suivant une famille de polynômes orthogonaux 
lassiques.D'une mani�ere bra
hylogique, nous dirons une s�erie orthogonale pour d�esigner une telles�erie. En fait, le r�esultat qui sera �etabli 
on
erne la 
lasse plus large des s�eries de po-lynômes hyperg�eom�etriques. Cette appro
he plus g�en�erale 
onf�erera une plus grande unit�e�a la pr�esentation même si l'orthogonalit�e est souvent requise dans les appli
ations.1.1 Op�erations formelles sur les s�eries de fon
tionsDans la re
her
he de solutions d'une �equation di��erentielle sous la forme de s�eriesde Chebyshev ou plus g�en�eralement de s�eries orthogonales, nous sommes 
onfront�es auprobl�eme d'appliquer, d'une mani�ere simple et algorithmique, un op�erateur di��erentiel �ade telles s�eries. Nous en avons tir�e des prin
ipes g�en�eraux relatifs aux op�erations formellessur les s�eries de fon
tions. Nous allons pr�esenter 
es r�esultats.1.1.1 Exemple introdu
tif : les s�eries de TaylorL'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel �a 
oeÆ
ients polynomiaux �a une s�erie de Tay-lor est une tâ
he fondamentale �a la base de diverses appli
ations : DESIR [19℄ et DE-SIR2 [53℄ pour la re
her
he des solutions formelles d'une �equation di��erentielle holonome,ISOLDE dans le même but mais ave
 des syst�emes ou NODES [13℄ pour la re
her
hede solutions de syst�emes non-lin�eaires quasi-monomiaux. Cette op�eration est relativement�el�ementaire (mais pas les appli
ations sus-mentionn�ees) et d�e
oule des deux formules sui-vantes x 1Xn=0 anxn = 1Xn=0 an�1xn (a�1 = 0) (1.1)et ddx 1Xn=0 anxn = 1Xn=0(n+ 1)an+1xn : (1.2)Pour 
ertaines appli
ations telles que NODES, il faut ajouter le produit de deux s�eriesde Taylor dont le r�esultat est en
ore une s�erie de Taylor ave
 des 
oeÆ
ients obtenuspar produit de Cau
hy. Grâ
e �a une utilisation r�ep�et�ee des deux formules pr�e
�edentes,19



Chap. 1 : S�eries orthogonalesnous pouvons fa
ilement exprimer le r�esultat de l'appli
ation d'un op�erateur di��erentielholonome quel
onque �a une s�erie de Taylor.Exemple 1 Consid�erons l'op�erateur di��erentielL = d2dx2 + (3 + x) ddx � 7x :Alors en utilisant les formules pr�e
�edentes nous �etablissons queL 1Xn=0 anxn! = 1Xn=0 (�7an�1 + nan + 3(n+ 1)an+1 + (n+ 1)(n+ 2)an+2)xn :Cet exemple montre qu'une op�eration (i
i di��erentielle) sur une s�erie de Taylor s'est tra-duite par une op�eration sur les 
oeÆ
ients de 
elle-
i. Ce ph�enom�ene est fr�equent ave
 less�eries de fon
tions mais la lo
ution \op�eration sur les 
oeÆ
ients", assez vague, doit êtrepr�e
is�ee dans un 
adre th�eorique.1.1.2 Op�erateurs aux di��eren
esD�e�nition 1On note S l'ensemble des fon
tions de Z dans C .On note F l'ensemble des op�erateurs de S dans S.Nous avons nomm�e ainsi l'ensemble S 
ar nous pouvons l' identi�er �a l'ensemble des suitesindex�ees sur Z et �a valeurs dans C , de sorte que la suite des 
oeÆ
ients d'une s�erie defon
tions peut être 
onsid�er�ee 
omme un �el�ement de S. De 
e fait, les �el�ements de Frepr�esentent les \op�erations sur les 
oeÆ
ients". N�eanmoins, F est un ensemble un peugrand pour nos besoins et, 
hose plus grave, tous les �el�ements de F ne sont pas 
al
ulables.Nous allons don
 nous restreindre �a un sous-ensemble de F : l'ensemble des op�erateurs auxdi��eren
es. Avant d'en donner une d�e�nition, nous soulignons le fait que F pr�esente unestru
ture d'alg�ebre naturelle pour la somme et le produit (qui est en fait une 
omposition)d�e�nis 
omme suit pour F1; F2 2 F et f 2 S(F1 +F F2)f = F1f +SF2f(F1�F F2)f = F1(F2f)ave
 pour unit�e l'op�erateur d'identit�e not�e I.D�e�nition 2Nous appellons op�erateur aux di��eren
es, un op�erateur D telle queD : S �! Sf 7�! Dfo�u Df est d�e�ni parDf(n) = sXk=r dk(n)f(n+ k) ave
 ( r; s 2 Zdk 2 S ; k = r � � � sL'ensemble des op�erateurs aux di��eren
es est not�e D .20



1.1 Op�erations formelles sur les s�eries de fon
tionsRemarque 1 Nous avons adopt�e une d�e�nition restreinte des op�erateurs aux di��eren
es,mais suÆsante dans le 
ontexte de 
e m�emoire, puisqu'en toute g�en�eralit�e un op�erateuraux di��eren
es agit sur des fon
tions de la variable 
omplexe.On v�eri�e ais�ement que D est stable pour la somme et le produit de F et que l'op�erateurI appartient �a D . L'ensemble D est don
 une sous-alg�ebre de F.Il est souhaitable de donner une repr�esentation simple des �el�ements de D qui fa
iliteles 
al
uls ave
 
eux-
i. Pour 
ela introduisons 
ertains op�erateurs parti
uliers �a partirdesquels nous 
onstruirons tous les autres. L'op�erateur de d�e
alage (shift operator) not�eassez 
ouramment E ainsi que son op�erateur r�e
iproque E�1 sont d�e�nis respe
tivementpar Ef(n) = f(n+ 1) et E�1f(n) = f(n� 1) :Les op�erateurs Ek se d�e�nissent alors r�e
ursivement, pour tout entier k, parE0 = I ; Ek+1 = E:Ek et Ek�1 = E�1:Ek :A toute fon
tion f de S on asso
ie inje
tivement l'op�erateur bf de D qui �a toute fon
tiong de S asso
ie la fon
tion bfg d�e�nie par( bfg)(n) = f(n)g(n) :Ainsi tout op�erateur aux di��eren
es F s'�e
rit de mani�ere synth�etique sous la formeF = sXk=r bfkEk : (1.3)Il est habituel d'abuser des notations en �e
rivant plutôt l'op�erateur F sous la forme suivanteF = sXk=r fk(n)Ek : (1.4)Cet abus est pratique en 
e qu'il all�ege les notations 
omme nous le verrons plus bas etpar
e qu'il fait apparâ�tre la variable (i
i n) sur laquelle agit l'op�erateur de d�e
alage.Il peut être utile d'�e
rire un op�erateur aux di��eren
es sous forme d'une somme (faus-sement) in�nie F = 1Xk=�1 fk(n)Ek (1.5)o�u seul un nombre �ni de fon
tions fk sont non identiquement nulles. Nous d�e�nissonsalors, par analogie ave
 les polynômes, le degr�e et la valuation d'un op�erateur aux di��eren
es.D�e�nition 3Nous appellons valuation de l'op�erateur F d�e�ni par (1.5), la quantit�ed�(F ) = minfk j fk non identiquement nulget degr�e de F la quantit�ed+(F ) = maxfk j fk non identiquement nulgEn�n, l'ordre de l'op�erateur F est d�e�ni parord(F ) = d+(F )� d�(F ) :21



Chap. 1 : S�eries orthogonalesDe 
ette mani�ere, la somme S des deux op�erateursF = 1Xk=�1 fk(n)Ek et G = 1Xk=�1 gk(n)Eks'�e
rit tr�es simplement S = 1Xk=�1(fk(n) + gk(n))Ek (1.6)ave
 d�(S) � min(d�(F ); d�(G)) ;d+(S) � max(d+(F ); d+(G)) :De la même fa�
on, le produit P de F et G s'�e
ritP = 1Xk=�1 1Xl=�1 fl(n)gk�l(n+ l)!Ekave
 d�(P ) � d�(F ) + d�(G) ;d+(P ) � d+(F ) + d+(G) :Les deux in�egalit�es pr�e
�edentes peuvent se rempla
er par des �egalit�es si les 
oeÆ
ients deF et G appartiennent �a une sous-alg�ebre int�egre de S. C'est, en parti
ulier, le 
as pourles op�erateurs �a 
oeÆ
ients polynômiaux ou rationnels en n que nous ren
ontrerons parla suite.1.1.3 S�eries formelles de fon
tionsLes s�eries de fon
tions sont un outil fondamental des math�ematiques, dont une utili-sation majeure est la r�epr�esentation des fon
tions. Nous pouvons 
iter les s�eries de Taylorpour repr�esenter les fon
tions analytiques au voisinage d'un point donn�e ou les s�eries deFourier pour repr�esenter des fon
tions p�eriodiques. L'avantage de 
es d�eveloppements estde fa
iliter les op�erations sur les fon
tions. En parti
ulier, les op�erations lin�eaires peuventêtre e�e
tu�ees termes �a termes moyennant 
ertaines pr�e
autions vis-�a-vis de la 
onver-gen
e. Nous parlerons de s�erie formelle pour d�esigner l'objet math�ematique usuel maissans 
onsid�eration de 
onvergen
e et sur lequel les op�erations sont e�e
tu�ees \
omme si"elles �etaient l�egitimes en termes de 
onvergen
e. Ces op�erations seront elles-mêmes ditesformelles. Donnons une d�e�nition puis une proposition qui sera la base du 
al
ul sur less�eries formelles.
22



1.1 Op�erations formelles sur les s�eries de fon
tionsD�e�nition 4 Op�erateur adjointSoit F 2 D , F = sXk=r fk(n)Ek :Nous appellons op�erateur adjoint de F et nous notons F �, l'op�erateur�rXk=�s f�k(n+ k)Ek :Il est fa
ile de voir que l'appli
ation qui, �a un op�erateur aux di��eren
es, asso
ie son adjointest une appli
ation lin�eaire. Bien que 
ette appli
ation ait d'autres propri�et�es int�eressantes,nous n'aurons �a utiliser que la lin�earit�e.Proposition 1Soit fang et fbng deux suites de S et F 2 D . Alors1Xn=�1 an F (bn) = 1Xn=�1F �(an) bnD�emonstration :La d�emonstration 
onsiste en la r�e�e
riture suivante1Xn=�1an F (bn) = 1Xn=�1an sXk=r fk(n)bn+k!= sXk=r 1Xn=�1anfk(n)bn+k= sXk=r 1Xn=�1 fk(n� k)an�kbn= 1Xn=�1 �rXk=�s f�k(n+ k)an+k! bn= 1Xn=�1F �(an) bn : 2Lorsqu'une op�eration f est lin�eaire, nous pouvons la faire agir terme �a terme sur une s�erieformelle f  1Xn=�1 
nPn(x)! = 1Xn=�1 
nf(Pn(x))Si, de plus, l'op�erateur f agit de fa�
on parti
uli�ere (mais tr�es r�epandue en pratique) surles fon
tions Pn nous avons la 23



Chap. 1 : S�eries orthogonalesProposition 2Soit fPn(x)g une suite de fon
tions et f un op�erateur lin�eaire agissant sur les Pn.Supposons qu'il existe une suite de fon
tions fQn(x)g et un op�erateur aux di��eren
esF tels que f(Pn(x)) = F (Qn(x)) (1.7)alors nous avons f  1Xn=�1anPn(x)! = 1Xn=�1F �(an) Qn(x) :D�emonstration :Ce r�esultat est l'appli
ation de la proposition 1 pour bn = Qn(x). 2Nous avons utilis�e des s�eries ave
 des indi
es variant de �1 �a 1. Il est plus usuel, et 
esera le 
as par l�a suite, d'avoir une indexation de 0 �a 1. La proposition 2 s'applique �a 
ess�eries moyennant la 
onvention an = 0, Pn � 0 et Qn � 0 pour n n�egatif. Et nous auronsalors sous les mêmes hypoth�eses que 
elles de la proposition 2f  1Xn=0 anPn(x)! = 1Xn=0F �(an) Qn(x) :1.1.4 La transformation de Mellin formelleRevenons aux s�eries de Taylor ave
 l'�e
lairage donn�e par les r�esultats pr�e
�edents. Lesdeux op�erateurs lin�eaires que sont la multipli
ation par la variable et la d�erivation parrapport �a 
elle-
i v�eri�ent les hypoth�eses de la proposition 2, en e�etx:xn = Exn et ddxxn = nxn�1 = nE�1xn :Comme E� = E�1 et (nE�1)� = (n + 1)E, par appli
ation de la proposition 2, nousr�etablissons les formules (1.1) et (1.2), �a savoirx 1Xn=0 anxn = 1Xn=0E�1(an)xn = 1Xn=0 an�1xnet ddx 1Xn=0 anxn = 1Xn=0(n+ 1)E(an)xn = 1Xn=0(n+ 1)an+1xn :Soit l'op�erateur di��erentiel holonomeL = pr(x) drdxr + � � �+ p1(x) ddx + p0(x) :Par lin�earit�e et 
ompositions d'op�erateurs nous obtenons fa
ilement queL 1Xn=0 anxn! = 1Xn=0L(an)xn (1.8)24



1.1 Op�erations formelles sur les s�eries de fon
tionso�u l'op�erateur aux di��eren
es L vautL = rXk=0 pk(E�1)((n+ 1)E)k : (1.9)Par 
onstru
tion, l'op�erateur L est un �el�ement de l'alg�ebre C [n;E;E�1 ℄ des op�erateursaux di��eren
es �a 
oeÆ
ients polynômiaux en n. Nous introduisons la d�erivation d'Euler�x = x ddx . Il est alors fa
ile de v�eri�er que C [x; x�1 ; ddx ℄ aussi bien que C [x; x�1 ; �x℄ formentl'alg�ebre des op�erateurs di��erentiels lin�eaires �a 
oeÆ
ients polynômiaux en x et x�1. Nousallons mettre en 
orrespondan
e les deux alg�ebres pr�e
it�ees par le biais d'un isomorphismeappel�e transformation de Mellin formelle. Une d�e�nition de la transformation de Mellinformelle est donn�ee dans [4℄ o�u elle d�esigne un isomorphisme de C [n;E℄ sur C [x; �x ℄.Nous avons adapt�e 
ette d�e�nition �a nos besoins. D'une part, la transformation \dire
te"va, pour nous, des op�erateurs di��erentiels vers les op�erateurs aux di��eren
es (et seraitla transformation \inverse" au sens de [4℄). D'autre part, nous ajoutons un op�erateur�el�ementaire �a 
haque alg�ebre, E�1 et x�1, a�n de prendre en 
ompte des op�erateurs auxdi��eren
es ave
 des d�e
alages n�egatifs.Proposition 3 Transformation de Mellin formelleLa 
orrespondan
e x 7! E�1x�1 7! E�x 7! nd�e�nit un isomorphisme d'alg�ebre M de C [x; x�1 ; �x℄ sur C [n;E;E�1 ℄.D�emonstration :S'il est \bien d�e�ni", l'op�erateurM est par 
onstru
tion un isomorphisme. Il sera bien d�e�ni,si l'image d'un op�erateur ne d�epend pas de son �e
riture. Cela revient �a v�eri�er deM est 
om-patible ave
 les r�egles de 
ommutation. Eliminons les �eviden
es : puisque x et x�1 
ommutentainsi que E et E�1, nous avonsM(xx�1) =M(x)M(x�1) = E�1E = EE�1 =M(x�1)M(x) =M(x�1x) :Par ailleurs, du 
ot�e di��erentiel nous avons les r�egles de 
ommutationx�x = (�x � 1)x ;x�1�x = (�x + 1)x�1 :Or nous pouvons e�e
tuer la suite de 
al
uls suivanteM(x�x) = M(x)M(�x) = E�1n = (n� 1)E�1= M(�x � 1)M(x) =M((�x � 1)x)M(x�1�x) = M(x�1)M(�x) = En = (n+ 1)E= M(�x + 1)M(x�1) =M((�x + 1)x�1)qui 
onstitue la v�eri�
ation voulue. 2La transform�ee de Mellin est un outil �a la fois simple et puissant pour formaliser la
orrespondan
e entre op�erateurs di��erentiels et op�erateurs aux di��eren
es bien 
onnue25



Chap. 1 : S�eries orthogonalesdepuis longtemps (voir par exemple les travaux de Pin
herle [54℄). Nous avons pr�esent�e latransform�ee de Mellin par
e que nous utiliserons 
et outil plus loin et aussi par
e qu'elleest un mod�ele que nous voulons adapter �a d'autres types de s�eries, en parti
ulier les s�eriesorthogonales que nous allons d�e�nir 
i-apr�es.1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquesLes polynômes orthogonaux 
lassiques o

upent une pla
e importante dans la litt�erature
onsa
r�ee aux polynômes orthogonaux (Szeg�o [61℄, Freud [26℄) et toute \bible" sur lesfon
tions sp�e
iales leur 
onsa
re une partie substantielle (Abramowitz et Stegun [1℄, Luke[42, 43℄ ou Erdelyi et al. [22℄). Nous allons pr�esenter les polynômes orthogonaux 
las-siques tels qu'ils le sont dans l'ex
ellent livre de A. Nikiforov et V. Ouvarov [47℄, �a partirde l'�equation hyperg�eom�etrique. Ce point de vue a un double avantage : d'une part elle
onf�ere aux polynômes orthogonaux 
lassiques une tr�es �el�egante unit�e et d'autre partl'�equation hyperg�eom�etrique et la formule de Rodrigues sous-ja
ente sont �a l'origine detoutes les propri�et�es qui permettent les op�erations formelles sur les s�eries orthogonales.Commen�
ons par quelques rappels sur les polynômes orthogonaux.1.2.1 Rappels sur les polynômes orthogonauxNous pr�esentons i
i les polynômes orthogonaux sur un intervalle relativement �a unefon
tion poids. Il s'agit d'un 
as restreint d'orthogonalit�e. Pour une pr�esentation plusg�en�erale, le le
teur pourra se r�ef�erer �a l'ouvrage de T. S. Chihara [10℄.Soit un intervalle ℄a; b[ de R. Nous ne supposons pas ℄a; b[ �ni. Soit un fon
tion w(x)stri
tement positive sur ℄a; b[. Nous supposons de w(x) 2 L1(℄a; b[) et que les momentsZ ba w(x)xndxexistent pour tout entier n � 0 (
ette hypoth�ese �etant imm�ediatement v�eri��ee si ℄a; b[ estun intervalle �ni). Alors l'int�egraleZ ba w(x)P (x)Q(x) dxexiste pour tous polynômes P et Q et d�e�nit un produit s
alaire sur R[x℄ not�e (P;Q)w.D�e�nition 5On appelle polynômes orthogonaux relativement au poids w, une famille de poly-nômes fPngn2N v�eri�ant{ Pn est de degr�e n,{ pour tout n et m distin
ts, Pn et Pm sont orthogonaux relativement au produits
alaire (:; :)w 
'est-�a-dire que (Pn; Pm)w = 0.L'existen
e d'un syst�eme de polynômes orthogonaux pour un produit s
alaire donn�e sed�emontre de fa�
on 
onstru
tive en orthogonalisant le syst�eme f1; x; x2; � � �g par le pro
�ed�ede Gram-S
hmidt. Pour plus de d�etails, voir par exemple l'ouvrage de Szeg�o [61℄.26



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquesProposition 4Soit Q un polynôme de R[x℄ de d�egr�e m et fPng une famille orthogonale. AlorsQ(x) = mXn=0�nPn(x) ave
 �n = (Pn; Q)w(Pn; Pn)w :D�emonstration :Puisque qu'une famille de polynômes orthogonaux est \�etag�ee" en degr�e, nous savons que lasuite fPngn=0::m 
onstitue une base de l'espa
e Rm [x℄ des polynômes de degr�e au plus m.Ainsi si Q 2 Rm [x℄ alors il existe des 
oeÆ
ients �0; � � � ; �m tels queQ(x) = mXn=0 �nPn(x) :Pour tout n, 0 � n � m, 
al
ulons le produit s
alaire(Pn; Q)w = mXk=0 �k (Pk; Pn)| {z }nul si k 6=n = �n(Pn; Pn)w :Ce qui prouve le r�esultat �enon
�e. 2Corollaire 1Le polynôme Pm est orthogonal �a tout polynôme de degr�e stri
tement inf�erieur �a m.D�emonstration :Soit Q un polynôme de degr�e stri
tement inf�erieur �a m. Alors(Pm; Q)w = m�1Xn=0 �n (Pm; Pn)w| {z }0 = 0 : 2Une autre 
ons�equen
e de la proposition 4 est le r�esultat tr�es important suivantProposition 5 Uni
it�e des polynômes orthogonauxSoit deux familles fPng et fQng orthogonales sur un même segment ℄a; b[ relative-ment au même poids w. Alors les deux familles sont identiques �a une normalisationpr�es i.e. qu'il existe des 
onstantes 
n telles que pour tout n, Qn(x) = 
nPn(x).D�emonstration :D'apr�es la proposition 4 le polynôme Qn se d�e
ompose sous la formeQ(x) = nXk=0 �kPk(x) ave
 �k = (Pk; Qn)w(Pk; Pk)w :Or d'apr�es le 
orollaire 1, pour tout k < n (Pk; Qn)w = 0 puisque Qn est orthogonal �a toutpolynôme de degr�e stri
tement inf�erieur �a n. Il reste don
 que Qn = �nPn, 
e qui prouve leth�eor�eme en prenant 
n = �n. 2Nous donnons maintenant une propri�et�e 
ara
t�eristique des polynômes orthogonaux.27



Chap. 1 : S�eries orthogonalesProposition 6 R�e
urren
e �a trois termesPour toute famille de polynômes orthogonaux fPng , il existe f�1(n)g, f�0(n)g etf��1(n)g telles quexPn(x) = �1(n)Pn+1(x) + �0(n)Pn(x) + ��1(n)Pn�1(x) ; n � 0; (1.10)ave
 la 
onvention P�1 � 0.D�emonstration :Prenons pour valeur de �1(n) le rapport du 
oeÆ
ient dominant de Pn sur le 
oeÆ
ientdominant de Pn+1. Il est alors 
lair quexPn � �1(n)Pn+1est un polynôme de degr�e n au plus. AinsixPn � �1(n)Pn+1 = nXk=0 �kPk :Or, en utilisant le fait que (p(x)q(x); r(x))w = (p(x); q(x)r(x))w , il vient(xPn � �1(n)Pn+1; Pk) = (Pn; xPk)� �1(n)(Pn+1; Pk)et par appli
ation du 
orollaire 1 
e produit s
alaire est nul si xPk est de degr�e stri
tementinf�erieur �a n don
 si k < n� 1. Cela implique que �0 = � � � = �n�2 = 0. Nous �etablissons larelation (1.10) en prenant �0(n) = �n et ��1(n) = �n�1. 2L'int�erêt de s�eries d�evelopp�ees suivant des fon
tions orthogonales est grand pour les pro-pri�et�es d'approximation que 
onf�ere l'orthogonalit�e et pour la mise en oeuvre d'un grandnombre de m�ethodes de l'analyse num�erique, en parti
ulier les m�ethodes spe
trales. Parailleurs, la proposition 6 nous assure que de telles s�eries se multiplient ais�ement par lavariable via l'a
tion d'un op�erateur aux di��eren
es sur ses 
oeÆ
ients. N�eanmoins, notrebut �etant d'appliquer un op�erateur di��erentiel �a une s�erie, il faudrait sinon que la famillede polynômes orthogonaux 
orrespondante soit stable par d�erivation, du moins que lafamille form�ee par les d�eriv�ees soit orthogonale. Or il a �et�e d�emontr�e au d�ebut du si�e
le(Hahn [31℄ et Krall [34℄) que les seuls polynômes orthogonaux dont les d�eriv�ees sont en
oredes polynômes orthogonaux sont les polynômes orthogonaux 
lassiques. Et parmi 
eux-
i,seuls les polynômes d'Hermite sont stables par d�erivation.Polynômes orthogonaux 
lassiquesLes polynômes orthogonaux 
lassiques sont les polynômes de Ja
obi, polynômes deLaguerre et les polynômes d'Hermite dont les intervalles d'orthogonalit�e et les fon
tionspoids asso
i�ees sont donn�es dans le tableau suivant :℄a; b[ poids param�etresJa
obi ℄�1; 1[ (1� x)�(1 + x)� � > �1, � > �1Laguerre ℄0;1[ x�e�x � > �1Hermite ℄�1;1[ e�x228



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquesMais une telle pr�esentation des polynômes orthogonaux 
lassiques ne souligne gu�ere lesliens qui les unissent. Ces liens vont apparâ�tre dans l'appro
he par la th�eorie des poly-nômes hyperg�eom�etriques.1.2.2 Polynômes hyperg�eom�etriquesConsid�erons la famille d'�equations di��erentielles dites hyperg�eom�etriques�(x)y00 + �(x)y0 + �y = 0 (1.11)o�u �(x) est un polynôme de C [x℄ de degr�e au plus 2, �(x) un polynôme de degr�e auplus 1 et � est une 
onstante 
omplexe. L'�equation (1.11) peut être �e
rite sous la formeauto-adjointe, (��y0)0 + ��y = 0 (1.12)o�u la fon
tion � v�eri�e l'�equation di��erentielle, dite �equation de Pearson,(��)0 = �� : (1.13)La proposition suivante �etablit l'existen
e pour tout 
ouple (�; �) de valeurs de � pourlesquelles l'�equation 1.11 a une solution polynômiale.Proposition 7 Formule de Rodrigues [47, p.24℄Supposons que la quantit�e �n = �n� 0 � n(n� 1)2 �00soit non nulle pour tout autre entier naturel que 0. Alors l'�equation di��erentielle hy-perg�eom�etrique (1.11) poss�ede une solution polynômiale Pn, dite polynôme (du type)hyperg�eom�etrique, de degr�e n pour � = �n. Cette solution est donn�ee expli
itementpar la formule Pn(x) = Bn�(x) dndxn [�(x)�n(x)℄ (1.14)o�u Bn est un 
oeÆ
ient de normalisation et � une fon
tion solution de l'�equationdi��erentielle (1.12). Cette formule est appel�e formule de Rodrigues.Remarque 2 Des polynômes hyperg�eom�etriques existent hors de l'hypoth�ese formul�ee surles �n mais la proposition pr�e
�edente n'est alors plus assur�ee. Par la suite nous supposeronsla 
ondition sur les �n toujours v�eri��ee 
ar elle l'est pour les polynômes orthogonaux
lassiques. Cette 
ondition implique en parti
ulier que �(x) doit être de degr�e exa
tement�egal �a 1.Nous voyons ainsi qu'une famille de polynômes hyperg�eom�etriques est enti�erement d�etermin�eepar la donn�ee du triplet (�; �;Bn) (1.15)29



Chap. 1 : S�eries orthogonalesave
 un degr�e de libert�e 
on
ernant la normalisation. De la formule de Rodrigues noustirons P0(x) = B0 (1.16)P1(x) = B1�(x) (1.17)(la deuxi�eme �egalit�e est �etablie �a l'aide de l'�equation de Pearson). Nous voyons que si �(x)n'�etait pas de degr�e exa
tement �egal �a 1, le polynôme P1(x) ne le serait pas non plus etla famille serait in
ompl�ete.Une propri�et�e fondamentale des fon
tions hyperg�eom�etriques et des polynômes hy-perg�eom�etriques en parti
ulier est que leurs d�eriv�ees sont aussi de type hyperg�eom�etrique.C'est d'ailleurs 
ette propri�et�e qui permet d'�etablir la proposition pr�e
�edente. Elle semontre fa
ilement en d�erivant l'�equation (1.11) et posant z = y0 pour obtenir�(x)z0 + (�(x) + �0(x))z0 + (�+ � 0)z = 0 (1.18)Puisque �(x)+�0(x) est un polynôme de d�egr�e 1 et que �+� 0 est une 
onstante, l'�equation(1.18) est hyperg�eom�etrique. Et, par 
onstru
tion, si une fon
tion y v�eri�e l'�equation (1.11)alors y0 v�eri�e l'�equation (1.18). Nous donnons alors la proposition suivante1 qui indiquela forme expli
ite des polynômes d�eriv�es.Proposition 8 D�eriv�ees des polynômes hyperg�eom�etriquesSoit fPng une famille de polynômes hyperg�eom�etriques, solutions de l'�equation(1.11), alors, pour tout n, P 0n est un polynôme type hyperg�eom�etrique solution del'�equation hyperg�em�etrique (1.18). De plus P 0n est d�e�ni par la formule de Rodriguessuivante P 0n(x) = ��nBn�(x)�(x) dn�1dxn�1 [�(x)�n(x)℄ (1.19)Comme le polynôme P 0n est de degr�e n � 1 (et nul pour n = 0) il est pr�ef�erable, dansune perspe
tive de 
lart�e des notations, de remettre en ad�equation indi
es et degr�es despolynômes en posant ~Pn = P 0n+1. La famille de polynômes ~Pn est alors d�e�nie par le triplet��; � + �0;��n+1Bn+1� :L'existen
e d'une formule de Rodrigues pour tout polynôme de type hyperg�eom�etriquea des impli
ations fortes. Notamment, un th�eor�eme donn�e dans le livre de Nikiforov etOuvarov [47, p.34℄ montre qu'il existe une 
ombinaison lin�eaire �a 
oeÆ
ients polynomiauxliant 3 polynômes 
hoisis arbitrairement parmi une famille de polynômes du type hy-perg�eom�etrique et toutes les familles d�eriv�ees. Ce th�eor�eme est �a l'origine de trois relationsaux di��eren
es-di��erentielles �a partir desquelles nous allons 
onstruire les op�erations surles s�eries orthogonales. Pour 
haque famille de polynômes hyperg�eom�etriques, 
es relationssont enti�erement d�etermin�ees par le triplet (1.15). Cette remarque nous dispense de distin-guer ou de parti
ulariser les di��erents polynômes hyperg�eom�etriques. N�eanmoins, avant depr�esenter les relations di��eren
es-di��erentielles sus-mentionn�ees, nous allons montrer unerelation entre polynômes hyperg�eom�etriques et polynômes orthogonaux grâ
e �a laquellenous pourrons \identi�er" les polynômes hyperg�eom�etriques.1La d�emonstration est donn�ee dans le livre de Nikiforov et Ouvarov30



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiques1.2.3 Polynômes hyperg�eom�etriques et orthogonalit�eNous reproduisons i
i un r�esultat donn�e et d�emontr�e dans le livre de Nikiforov etOuvarov [47, p.40℄. Nous avons l�eg�erement modi��e l'�enon
�e (la d�emonstration restantessentiellement la même) pour tenir 
ompte de la possibilit�e d'une orthogonalit�e limit�ee �aun nombre �ni de polynômes.Th�eor�eme 1Supposons que la fon
tion � (solution de l'�equation de Pearson (��)0 = ��) v�eri�eaux extr�emit�es d'un intervalle ℄a; b[ la 
ondition�(x)�(x)xkjx=a;b = 0 pour k = 0; 1; � � � ;Ko�u K est �ni ou non. Alors les polynômes hyperg�eom�etriques Pn 
orrespondant auxdi��erentes valeurs de �n sont orthogonaux sur ℄a; b[ par rapport �a � i.e.Z ba �(x)Pn(x)Pm(x) dx = 0 si �n 6= �m et n+m � K :Remarque 3 La 
ondition �n 6= �m pourra être rempla
�ee par n 6= m lorsque la fon
tionn 7! �n est inje
tive sur f0; 1; 2; � � � ;Kg.Nous ferons grand usage de 
e th�eor�eme, ainsi que de la remarque qui l'a

ompagne, dansla se
tion suivante.1.2.4 Identi�
ation des polynômes hyperg�eom�etriquesNous allons montrer que les polynômes orthogonaux 
lassiques sont des polynômeshyperg�eom�etriques, 
e qui nous permettra d'une part de mettre en exergue la profondeunit�e qui relie 
es polynômes et d'autre part d'en d�eduire un fais
eau de propri�et�es. Pour�etablir 
e r�esultat nous allons pro
�eder �a l'�etude exhaustive des polynômes solutions d'une�equation hyperg�eom�etrique �a 
oeÆ
ients r�eels. Au 
ours de 
ette �etude nous montreronsles propri�et�es d'orthogonalit�e de 
ertaines familles hyperg�eom�etriques en appliquant leth�eor�eme 1. Lorsque qu'une famille sera orthogonale sur le même intervalle et relativementau même poids qu'une famille orthogonale 
lassique, les deux familles seront, en vertu dela propri�et�e d'uni
it�e, identiques �a une normalisation pr�es. Au 
ours de notre �etude nousallons don
 trouver les polynômes orthogonaux 
lassiques mais aussi d'autres familles depolynômes moins 
onnues bien qu'identi��ees au d�ebut du si�e
le par Romanovski [58℄.C'est pour prendre en 
ompte 
es polynômes que nous avons adapt�e le th�eor�eme 1 pouren a�aiblir les hypoth�eses par rapport �a la version originale donn�ee dans [47℄.L'�etude exhaustive que nous avons annon
�ee 
onsiste �a �etudier les solutions poly-nômiales que l'�equation �(x)y00 + �(x)y0 + �y = 0 :pour tous les 
as possibles de 
ouples (�; �) o�u � est un polynôme r�eel de degr�e au plusdeux et � est un polynôme r�eel de degr�e au plus un. Dans 
ette �etude, nous supposonsv�eri��ee l'hypoth�ese de la proposition 7 sur les valeurs �n asso
i�ee �a 
haque 
ouple (�; �), 
equi d�etermine les solutions polynômiales grâ
e �a la formule de Rodrigues et 
e qui implique
onform�ement �a la remarque 2 que le polynôme � est de la forme�(x) = 
x+ d ave
 
 6= 0 :31



Chap. 1 : S�eries orthogonalesLa forme du polynôme � �etant relativement �x�ee, l'�etude va 
onsister �a distinguer lesdi��erents 
as en fon
tion du nombre de ra
ines de �. Comme nous pouvons diviserl'�equation hyperg�eom�etrique par une 
onstante r�eelle non nulle arbitraire sans en 
hangerles solutions, la valeur du 
oeÆ
ient de tête de � est sans importante et nous la poseronssuivant les 
as �egale �a 1 ou �1. Pour 
haque 
ouple (�; �) nous 
al
ulerons alors la fon
-tion � asso
i�ee en multipliant l'�equation de Pearson (1.12) par � pour obtenir l'�equationdi��erentielle �(��)0 = �(��)dont les solutions sont de la forme � = 1� exp�Z ��� : (1.20)Remarquons que la fon
tion � est d�e�nie par (1.20) �a une 
onstante multipli
ative pr�es(due �a l'int�egrale ind�e�nie) que nous �xerons arbitrairement. En e�et, il est 
lair que, quelleque soit la 
onstante 
hoisie, le même polynôme sera donn�e par la formule de Rodrigues.A partir de la fon
tion � nous pourrons identi�er les polynômes.Pour fa
iliter la mise en parall�ele de l'�etude qui suit ave
 les r�esultats existant dansla litt�erature nous utiliserons les notations et 
onventions \traditionnelles" pour les poly-nômes orthogonaux 
lassiques et les notations de Romanovski pour les polynômes pr�esent�esdans son arti
le.� Le polynôme � a deux ra
ines r�eelles distin
tes a et bSans perte de g�en�eralit�e nous pouvons supposer que �(x) = (x�a)(b�x) ave
 a < b. Uned�e
omposition en �el�ements simples nous permet d'�e
rire�� = �+ 1x� a � � + 1b� x ave
 �+ 1 = a
+ da� b et � + 1 = 
b+ db� a :En appliquant la relation (1.20), nous obtenons�(x) = C jx� aj�+1jb� xj�+1(x� a)(b� x) : (1.21)La latitude que nous avons sur la valeur (et don
 le signe) de la 
onstante C nous permetde simpli�er l'expression 
i-dessus en�(x) = jx� aj�jb� xj�(en tout rigueur 
ette simpli�
ation n'est valide que sur un intervalle ne 
ontenant ni a nib 
e qui sera le 
as par la suite). Nous supprimerons les valeurs absolues plus bas suivantles valeurs des param�etres � et �. En exprimant les 
oeÆ
ient 
 et d du polynôme � enfon
tion de a, b, � et �, nous avons�(x) = �(�+ � + 2)x+ (�b+ �a+ a+ b) :Les 
as d'orthogonalit�e d�ependent des signes de � et �.� Premier 
as : � > �1 et � > �1 32



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquesNous nous pla�
ons sur l'intervalle ℄a; b[ sur lequel nous prenons �(x) = (x � a)�(b � x)�.On v�eri�e ais�ement que �(x)�(x)xkjx=a = �(x)�(x)xkjx=b = 0quelque soit k entier. Le th�eor�eme 1 implique alors que les polynômes hyperg�eom�etriquesasso
i�es �a � et � sont orthogonaux sur [a; b℄ relativement au poids (x�a)�(b�x)�. L'uni
it�e(�a un normalisation pr�es) des polynômes orthogonaux nous indique que dans le 
as 2 o�ua = �1 et b = 1, la famille de polynômes d�etermin�ee par8>><>>: �(x) = 1� x2�(x) = (�+ � + 2)x+ (�� �)�(x) = (1� x)�(1 + x)��n = n(n+ �+ � + 1)ave
 la normalisation (dans la formule de Rodrigues)Bn = (�1)n2nn!est 
elle des polynômes de Ja
obi. Les polynômes de Ja
obi sont not�es assez tradition-nellement P (�;�)n . Mais pour �eviter la 
onfusion ave
 la notation d�esignant un polynômehyperg�eom�etrique g�en�erique, nous les noterons J (�;�)n . Un 
as parti
ulier des polynômesde Ja
obi sont les polynômes de Gegenbauer d�e�nis parC(�)n = (2�)n(�+ 1=2)n J (��1=2;��1=2)n :Cette famille de polynômes 
ontient en parti
ulier les polynômes de Legendre, C(1=2)n , etles polynômes de Chebyshev proportionnels �a C(0)n . Nous reviendrons longuement sur 
esderniers.� Deuxi�eme 
as : � < 0 et � > �1Nous nous pla�
ons sur ℄b;+1[ ave
 �(x) = (x� a)�(x� b)� . Les hypoth�eses du th�eor�eme1 sont alors v�eri��ees pour K = (j�j � � � 1)=2. Dans le 
as o�u a = 0, nous obtenons lafamille dite des polynômes de Romanovski de type VI telle que (en posant p = ��et q = � pour reprendre les notations de l'arti
le de Romanovski)Z 1b (x� b)qx�pPnPm dx = 0 n 6= m et n+m < p� q � 12 :� Troisi�eme 
as : � > �1 et � < 0Ce 
as est sym�etrique au pr�e
�edent. Nous avons orthogonalit�e sur ℄ �1; a[ relativementau poids (a� x)�(b� x)� ave
 K = (j�j � �� 1)=2.� Le polynôme � a deux ra
ines 
omplexes 
onjugu�eesUne transformation lin�eaire3 nous permet de supposer sans perte de g�en�eralit�e que�(x) = x2 + a2 :2On peut toujours se ram�ener �a 
e 
as via la transformation ha;b : x 7! a�b2 x+ a+b2 que nous retrouveronsplus bas3x 7! x� b si les ra
ines de � sont, avant tranformation, b� ia33



Chap. 1 : S�eries orthogonalesLa fon
tion poids est alors�(x) = 1x2 + a2 exp �Z � 
xx2 + a2 + dx2 + a2�� = (x2 + a2)�m exp h�� ar
tan�xa�ien ayant pos�e m = 1 � 
2 et � = � da pour reprendre les notations de Romanovski. L'ap-pli
ation du th�eor�eme 1 permet de retrouver le r�esultat donn�e par Romanovski �a a savoirque les polynômes hyperg�eom�etriques asso
i�es aux �el�ements8<: �(x) = a2 + x2�(x) = 2(1�m)x� �a�n = �n(n+ 1� 2m)sont orthogonaux pour m; � > 0 ave
Z 1�1(x2 + a2)�m exp h�� ar
tan�xa�iPkPh dx = 0 k 6= h et k + h < 2m� 12 :� Le polynôme � a une ra
ine doubleNous avons don
 �(x) = (x � a)2. En adoptant les notations de Romanovski, nous avonsalors �� = 2� px� a + 
(x� a)2 ave
 2� p = 
 et 
 = d+ a
et don
 �(x) = jx� aj�pe� 
x�a :En exprimant 
 et d en fon
tion de a, � et � nous obtenons�(x) = (2� p)(x� a) + 
 :A une translation4 pr�es tous les polynômes hyperg�eom�etriques appartenant au 
as �etudi�e,se ram�enent �a la 
lasse de famille de polynômes hyperg�eom�etriques d�e
rits par8>><>>: �(x) = x2�(x) = (2� p)x+ 
�(x) = x�pe� 
x�n = �n(n+ 1� p) (1.22)et nomm�es polynômes de Romanovski de type V qui v�eri�ent les relations d'ortho-gonalit�e Z 10 x�pe� 
xPkPh dx = 0 k 6= h et k + h < p� 12 : (1.23)Les polynômes d�e
rits par les �el�ements (1.22) pour p = 0, 
 = 2 et la normalisationBn = 12n4x 7! x+ a 34



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquessont appel�es polynômes de Bessel. On notera que dans 
e 
as p�12 = 0 et qu'ainsi lespolynômes de Bessel ne v�eri�ent au
une des relations (1.23).� Le polynôme � est de degr�e 1En toute g�en�eralit�e nous posons �(x) = x� a. Nous �etablissons alors que�� = � + �+ 1x� a ave
 � = 
 et �+ 1 = d+ a

e qui nous donne une famille de polynômes hyperg�eom�etriques d�e�nie par les �el�ements8>><>>: �(x) = x� a�(x) = �(x� a) + �+ 1�(x) = jx� aj�e�x�n = ��n : (1.24)et v�eri�ant des relations d'orthogonalit�e dans les 
as suivants :� � > �1 et � < 0Sur ℄a;+1[ la fon
tion � vaut (x � a)�e�x et v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 1 ave
K =1. En parti
ulier pour � = �1 et � > �1 ave
 la normalisationBn = 1n!nous obtenons les polynômes de Laguerre g�en�eralis�es L(�)n d�e�nis don
 par8>><>>: �(x) = x�(x) = x�e�x�(x) = �x+ �+ 1�n = n :� � > �1 et � < 0Orthogonalit�e sur ℄�1; a[ par rapport au poids (a� x)�e�x.� Le polynôme � est 
onstantNous supposons que � � 1 et nous �e
rivons � sous la forme �(x) = 2�x + �. Nous avonsdon
 des famille de polynômes hyperg�eom�etriques d�e�nis par8>><>>: �(x) = 1�(x) = 2�x+ ��(x) = e�x2+�x�n = �2�n : (1.25)Ces polynômes sont orthogonaux relativement �a � sur ℄ � 1;1[ lorsque � < 0. Nousobtenons les polynômes d'Hermite Hn pour � = �1 et � = 0 i.e. ave
 les �el�ements8>><>>: �(x) = 1�(x) = e�x2�(x) = 2�x�n = 2net la normalisation Bn = (�1)n :35



Chap. 1 : S�eries orthogonalesRemarque 4 Dans tous les 
as o�u il y avait orthogonalit�e, nous avons rempla
�e la 
ondi-tion �n 6= �m du th�eor�eme 1 par n 6= m 
ar dans tous 
es 
as on pourra v�eri�er que lafon
tion n 7! �n est inje
tive sur le domaine requis (
f remarque 3).1.2.5 Relations di��eren
es-di��erentiellesMaintenant que nous avons mis des noms sur 
ertains des polynômes hyperg�eom�etriques,nous allons �etablir les relations sus-mentionn�ees. Cette se
tion est relativement 
al
ula-toire mais n�e
essaire. En e�et, les relations telles qu'elles sont donn�ees par le th�eor�eme deNikiforov mettent en jeu des op�erateurs aux di��eren
es dont les 
oeÆ
ients d�ependent dela variable. Or nous devons les rendre ind�ependants de 
elle-
i pour �etablir les op�erationssur les s�eries. De plus, nous voulons des formules les plus expli
ites possibles de mani�ere �afa
iliter et surtout optimiser l'impl�ementation. Cela implique les 
al
uls 
opieux qui vontsuivre.Nous rappelons ou donnons les d�e�nitions des quantit�es suivantes�n = � + n�0 ;�n = �n� 0 � n(n� 1)2 �00 = �n� 0n�12dont nous ferons un usage intense.Proposition 9 R�e
urren
e �a trois termesSoit fPng une famille de polynômes hyperg�eom�etriques, solutions de l'�equation(1.11), alors il existe un op�erateur X tel quexPn(x) = XPn(x) = �1(n)Pn+1(x) + �0(n)Pn(x) + ��1(n)Pn�1(x)ave
�1(n) = BnBn+1 � 0(n�1)=2� 0n�1=2� 0n ;�0(n) = 1� 0n� 0n�1 ��00�n(1�n)(0)� � 0�2n(0)� ;��1(n) = nBnBn�1 1� 0n�1=2� 0n�1 �(n� 1)� 0n�12 ��0(0)2 � 2�00�(0)� � (� 0)2����(0)� 0 �� :D�emonstration :Ce r�esultat est montr�e dans un arti
le de Ya~nez, Dehesa et Nikiforov [63℄ par appli
ationdire
te du th�eor�eme de A. F. Nikiforov [47, p. 34℄ �evoqu�e plus haut. Nous avons n�eanmoinstransform�e la formule donn�ee dans [63℄ pour laquelle le 
oeÆ
ient ��1(n) est �egal �anBn2Bn�1 1� 0n�1=2� 0n�1 Iave
 I = 2� 0[�0(0)�n�1(0) � �(0)� 0℄� �00[�n�1(0)�1�n(0) + 4(n� 1)�(0)� 0(n�1)=2 ℄ :36



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiquesEn remarquant que �n�1(0)�1�n(0) = �(0)2 � (n� 1)2(�0(0))2et que �0(0)�n�1(0) � �(0)� 0 = �0(0)�(0) � �(0)� 0 + (n� 1)�0(0)2nous obtenonsI = 2� 0[�0(0)�(0) � �(0)� 0℄� �00�(0)2+2(n� 1)�0(0)2� 0 + (n� 1)2�0(0)2�00| {z }2(n�1)�0(0)2� 0(n�1)=2 �4(n� 1)�(0)�00� 0(n�1)=2= 2 ��12�00�(0)2 + �0(0)� 0�(0)� �(0)(� 0)2 + (n� 1)� 0(n�1)=2 ��0(0)2 � 2�00�(0)�� :En utilisant le d�ev�eloppement de Taylor du polynôme � en 0�(x) = �(0) + �0(0)x+ �002 x2pour �evaluer � au point � �(0)� 0 nous �etablissons que(� 0)2����(0)� 0 � = (� 0)2��(0)� �0(0)�(0)� 0 + 12�00 �(0)2(� 0)2 �= �(0)(� 0)2 � �0(0)�(0)� 0 + 12�00�(0)2) :En e�e
tuant la substitution 
orrespondante dans l'expression de I nous obtenons le r�esultat�enon
�e. 2La deuxi�eme relation que nous pr�esentons est une formule de d�erivation dans laquelle lad�erivation d�epend de la famille de polynômes 
onsid�er�ee puisqu'il s'agit de �(x) ddx . Cetterelation, dite relation de stru
ture, est donn�ee dans [47, p. 39, formule (7)℄ sous la forme�(x)P 0n = � 0(n�1)=2� 0n � BnBn+1Pn+1 � �n(x)Pn� : (1.26)Comme nous voulons que les 
oeÆ
ients de la 
ombinaison lin�eaire de polynômes Pn dansle membre droit ne d�ependent que de n, nous utilisons la proposition 9 pour �eliminer lavariable x dans le terme �n(x)Pn. Ainsi, en �e
rivant �n(x) = �n(0) + � 0nx, nous obtenonsla relation suivante�(x)P 0n = �1(n)Pn+1(x) + �0(n)Pn(x) + ��1(n)Pn�1(x)o�u �1(n) = � 0(n�1)=2� 0n � BnBn+1 � � 0n�1(n)�= � 0(n�1)=2� 0n� 0n�1=2 BnBn+1 [� 0n�1=2 � � 0(n�1)=2℄| {z }n2 �0037



Chap. 1 : S�eries orthogonales�0(n) = �� 0(n�1)=2� 0n ��n(0) + � 0n�0(n)�= �� 0(n�1)=2� 0n ��n(0) + 1� 0n�1 [�00�n(1�n)(0) + � 0�2n(0)℄�= �� 0(n�1)=2� 0n� 0n�1 [� 0n�1�n(0) + �00�n(1�n)(0) + � 0�2n(0)℄ := �� 0(n�1)=2� 0n� 0n�1 [n�00�(0)� n� 0�0(0)℄��1(n) = �� 0(n�1)=2� 0n � 0n��1(n) :Et en rempla�
ant les 
oeÆ
ients �1(n), �0(n) et ��1(n) par leurs expressions nous obtenonslaProposition 10 Relation de stru
tureSoit fPng une famille de polynômes hyperg�eom�etriques, solutions de l'�equation(1.11), alors il existe un op�erateur � tel que�(x)P 0n = �Pn(x) = �1(n)Pn+1(x) + �0(n)Pn(x) + ��1(n)Pn�1(x)ave
�1(n) = � 0(n�1)=2� 0n� 0n�1=2 nBn2Bn+1 �00 ;�0(n) = � 0(n�1)=2� 0n� 0n�1 n[�0(0)� 0 � �00�(0)℄ ;��1(n) = � � 0(n�1)=2� 0n� 12 � 0n�1 nBnBn�1 �(n� 1)� 0n�12 ��0(0)2 � 2�00�(0)�� (� 0)2����(0)� 0 �� :Remarque 5 Les 
oeÆ
ients �1(n), �0(n) et ��1(n) s'expriment en fon
tion des 
oeÆ-
ients de la r�e
urren
e �a trois termes :�1(n) = n2�00�1(n) ;�0(n) = �12� (�0(n)) ;��1(n) = �� 0n�12 ��1(n) :La troisi�eme relation que nous allons pr�esenter lie les polynômes Pn et P 0n. Pour 
etteraison nous l'appelons relation de d�erivation mais 
e n'est pas une appellation aussi 
ou-ramment employ�ee que 
elles des deux premi�eres relations. D�erivons la r�e
urren
e �a 3termes (1.10), nous obtenonsxP 0n + Pn = �1(n)P 0n+1(x) + �0(n)P 0n(x) + ��1(n)P 0n�1(x) :Nous substituons les d�eriv�ees P 0n par ~Pn�1 = P 0n. La famille f ~Png, de polynômes hy-perg�eom�etriques d'apr�es la proposition 8, v�eri�e, d'apr�es la proposition 9, une r�e
urren
e38



1.2 Polynômes orthogonaux 
lassiques�a trois termes ave
 des 
oeÆ
ients que nous noterons �01(n), �00(n) et �0�1(n). En utilisant
ette relation pour r�e�e
rire le terme xP 0n, il vientPn = �0(n) ~Pn(x) + ��1(n) ~Pn�1(x) + ��2(n) ~Pn�2(x)ave
 �0(n) = �1(n)� �01(n� 1) ;��1(n) = �0(n)� �00(n� 1) ;��2(n) = ��1(n)� �0�1(n� 1) :Pour expli
iter les 
oeÆ
ients 
i-dessus il nous faut expli
iter les 
oeÆ
ients �0i. Pour 
ela,nous appliquons la proposition 9 au triplet (�; � + �0;��n+1Bn+1), 
e qui se traduit parles substitutions ��n+1Bn+1  Bn ;�n+1  �n :Cal
ul de �0(n)En e�e
tuant les substitutions susmentionn�ees, il vient�01(n� 1) = �nBn�n+1Bn+1 � 0n2� 0n� 12 � 0n = nn+ 1�1(n)d'o�u nous tirons �0(n) = �1(n)n+ 1 :Cal
ul de ��1(n)De la même fa�
on, nous 
al
ulons�00(n� 1) = 1� 0n� 0n�1 ��00�(n�1)(2�n)+1(0)� (� 0 + �00)�2n�1(0)�et nous en tirons��1(n) = 1� 0n� 0n�1 ��00(�n(1�n)(0) � �(n�1)(2�n)+1(0) + �2n�1(0))�� 0(�2n(0)� �2n�1(0))�= 1� 0n� 0n�1 ��00�(0) � � 0�0(0)� :Il apparâ�t que ��1(n) = �0(n)=�n et don
, d'apr�es la remarque 5,��1(n) = �� (�0(n))2�n :Cal
ul de ��2(n)Ce dernier 
al
ul est un peu plus d�eli
at et pour �etablir le lien ave
 la r�e
urren
e �a 3termes nous rappelons que ��1(n) = nBnBn�1 1� 0n�1=2� 0n�1 � I39



Chap. 1 : S�eries orthogonalesave
 I = (n� 1)� 0n�12 ��0(0)2 � 2�00�(0)�� (� 0)2����(0)� 0 � :En pro
�edant �a la même substitution que dans les 2 
as pr�e
�edents nous obtenons�0�1(n� 1) = (n� 1)�nBn�n�1Bn�1 1� 0n�1� 0n� 12 � I 0o�u I 0 = (n� 2)� 0n2 ��0(0)2 � 2�00�(0)�� (� 0 + �00)2����(0) + �0(0)� 0 + �00 � :Des expressions de ��1(n) et �0�1(n� 1) nous tirons don
��2(n) = Bn�n�1Bn�1 1� 0n�1=2� 0n�1 �n�n�1I � (n� 1)�nI 0� : (1.27)Introduisons la notation Æ(�) = �0(0)2 � 2�00�(0) :Ave
 un peu de 
al
uls, on montre, d'une part, que(� 0 + �00)2����(0) + �0(0)� 0 + �00 � = (� 0)2����(0)� 0 �� (� 0 + 12�00)Æ(�)et d'autre part, que (n� 2)� 0n2 + (� 0 + 12�00) = (n� 1)� 0n�12 :Les deux formules pr�e
�edentes nous permettent d'�etablir queI 0 = 2(n� 1)� 0n�12 Æ(�) � (�00)2����(0)� 0 � = IEn inje
tant 
e r�esultat dans l'�equation 1.27 nous obtenons �nalement��2(n) = Bn�n�1Bn�1 1� 0n�1=2� 0n�1 ��n(n� 1)�002 I� :Maintenant, si nous expli
itons 
ette relation en utilisant les 
oeÆ
ients fournis par lespropositions 9 et 10 nous obtenons laProposition 11 Relation de d�erivation40



1.3 Des polynômes aux s�eriesSoit fPng une famille de polynômes hyperg�eom�etriques, solutions de l'�equation(1.11), alors il existe un op�erateur B tel quePn = B ~Pn = �0(n) ~Pn(x) + ��1(n) ~Pn�1(x) + ��2(n) ~Pn�2(x)ave
 �0(n) = � 0(n�1)=2� 0n� 0n�1=2 Bn(n+ 1)Bn+1��1(n) = 1� 0n� 0n�1 [�00�(0)� �0(0)� 0℄��2(n) = � nBnBn�1 1� 0(n�2)=2� 0n� 12 � 0n�1 �002 Io�u I = 2(n� 1)� 0n�12 ��0(0)2 � �00�(0)�� (� 0)2����(0)� 0 � :Remarque 6 Les 
oeÆ
ients �0(n), ��1(n) et ��2(n) s'expriment en fon
tion des 
oef-�
ients de la r�e
urren
e �a trois termes :�0(n) = �1(n)n+ 1 ;��1(n) = �� (�0(n))2�n ;��2(n) = � �002� 0n�22 ��1(n) :Les deux premi�eres �egalit�es ont �et�e montr�ees plus haut, la troisi�eme se v�eri�e ais�ement.Ainsi avons nous �etabli les trois relations qui vont induire les r�esultats sur les s�eries depolynômes hyperg�eom�etriques, dont la sous-
lasse importante des s�eries de polynômesorthogonaux 
lassiques.1.3 Des polynômes aux s�eriesNous allons maintenant exploiter au niveau des s�eries les propri�et�es pr�esent�ees pourles polynômes.1.3.1 A
tion d'un op�erateur di��erentielLes relations mises en �eviden
e par les propositions 9, 10 et 11 pour les polynômes hy-perg�eom�etriques en impliquent de similaires pour les s�eries de polynômes hyperg�eom�etriquespar appli
ation de la proposition 2. 41



Chap. 1 : S�eries orthogonalesProposition 12Soit fPng une famille de polynômes de type hyperg�eom�etrique, alors il existe desop�erateurs aux di��eren
es X, B et � tels quex 1Xn=0 anPn(x) = 1Xn=0X(an)Pn(x) ; (1.28)�(x) ddx 1Xn=0 anPn(x) = 1Xn=0�(an)Pn(x) ; (1.29)1Xn=0 anPn(x) = 1Xn=0B(an) ~Pn(x) : (1.30)D�emonstration :Cette proposition est l'appli
ation de la proposition 2 dans laquelle X, B et � sont lesop�erateurs aux di��eren
es adjoints respe
tivement aux op�erateurs X de la proposition 9, Bde la proposition 11 et � de la proposition 10. 2La forme expli
ite des op�erateurs X, B et � de la proposition 2 en fon
tion du triplet[�; �;Bn℄ qui d�e�nit la famille de polynômes hyperg�eom�etriques auxquels ils s'appliquents'obtient grâ
e aux propositions de la se
tion 1.2.5 et �a la notion d'op�erateur adjoint. A�nde ne pas ass�ener �a nouveau au le
teur de longues formules qu'un programme MAPLEg�en�ere fort bien, nous nous 
ontenterons d'expli
iter les op�erateurs relatifs aux polynômesorthogonaux 
lassiques. Pour 
ela, nous �e
rivons les op�erateurs sus-mentionn�es sous laforme X = x�1(n)E�1 + x0(n)I + x1(n)E ;B = b0(n)I + b1(n)E + b2(n)E2 ;� = s�1(n)E�1 + s0(n)I + s1(n)E :La table 1.1 donne la valeur de 
es di��erents 
oeÆ
ients.Les op�erations �el�ementaires sur les s�eries donn�ees par la proposition 12 nous per-mettent d'appliquer formellement �a une s�erie d�evelopp�ee suivant une famille de polynômeshyperg�eom�etriques, un op�erateur di��erentiel appartenant �a C [x; �(x) ddx ℄. Soit L un telop�erateur L = rXk=0 pk(x)��(x) ddx�kalors nous 
al
ulons fa
ilementL 1Xk=0 anPn(x)! = 1Xk=0 " rXk=0 pk (X)�k#(an)Pn(x) : (1.31)Cependant un op�erateur di��erentiel n'est en g�en�eral pas �el�ement de C [x; �(x) ddx ℄ et bienqu'il soit toujours possible de se ramener �a 
e 
as par multipli
ation par une puissan
ead�equate de �, nous allons d�e
rire un pro
�ed�e qui s'applique dire
tement et dans tous les42



1.3Despolynômesauxs�eries

Ja
obi Gegenbauer Laguerre Hermitep(0)n J (�;�)n C(�)n L(�)n Hnp(1)n J (�+1;�+1)n C(�+1)n L(�+1)n Hnd0(n) n+�+�+22 2� �1 2(n+ 1)x1(n) 2(n+�+1)(n+�+1)(2n+�+�+2)(2n+�+�+3) n+2�2(n+�+1) �(n+ �+ 1) n+ 1x0(n) �2��2(2n+�+�)(2n+�+�+2) 0 2n+ �+ 1 0x�1(n) n(n+�+�)(2n+�+��1)(2n+�+�) n�2(n+��1) �n 12b2(n) � (n+�+2)(n+�+2)(2n+�+�+4)(2n+�+�+5) � �n+�+2 0 0b1(n) (���)(n+�+�+2)(2n+�+�+2)(2n+�+�+4) 0 �1 0b0(n) (n+�+�+1)(n+�+�+2)(2n+�+�+1)(2n+�+�+2) �n+� 1 1s1(n) 2 (�+�+2+n)(n+�+1)(n+�+1)(2n+�+�+2)(2n+�+�+3) (2�+n)(2�+n+1)2(n+�+1) �(n+ �+ 1)s0(n) 2 (���)n(n+�+�+1)(2n+�+�)(2n+�+�+2) 0 ns�1(n) �2 n(n�1)(n+�+�)(2n+�+�)(2n+�+��1) � n(n�1)2(n+��1) 0Tab. 1.1 { CoeÆ
ients pour les op�erations sur les polyn^omes orthogonaux 
lassiques
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Chap. 1 : S�eries orthogonales
as pour un op�erateur di��erentiel de C [x; ddx ℄.Consid�erons une famille fPng de polynômes hyperg�eom�etriques. Nous d�e�nissons lesfamilles de polynômes hyperg�eom�etriques fP (k)n g 
omme suit( P (0)n = Pndk+1(n)P (k+1)n = ddxP (k)n+1 ; (1.32)o�u les dk+1 sont des fon
tions de n qui normalisent les familles 
onstruites. Maintenant, sinous d�erivons les s�eries en P (k)n termes �a termes, nous obtenonsddx 1Xn=0 anP (k)n = 1Xn=1 andk+1(n� 1)P (k+1)n�1= 1Xn=0 dk+1(n)an+1P (k+1)n :Don
, si nous d�e�nissons les op�erateurs aux di��eren
es suivantsDk = dk(n)E (1.33)la d�erivation des s�eries se traduit par la formuleddx 1Xn=0 anP (k)n = 1Xn=0Dk(an)P (k+1)n : (1.34)Adaptons la formule de 
hangement de base (1.30) aux familles que nous avons intro-duites. Pour un k �x�e, la formule (1.30) de la proposition 12 nous indique l'existen
e d'unop�erateur B tel que 1Xn=0 anP (k)n = 1Xn=0B(an) ddxP (k)n+1= 1Xn=0B(an)dk+1(n)P (k+1)n :Si nous introduisons l'op�erateur Bk �egal �a dk+1(n)B, la formule pr�e
�edente devient1Xn=0 anP (k)n = 1Xn=0Bk(an)P (k+1)n : (1.35)En�n, si nous notons Xk l'op�erateur aux di��eren
es 
orrespondant �a la multipli
ation dess�eries en P (k)n par la variable, nous pouvons appliquer un op�erateur di��erentiel holonomeg�en�eral L = rXk=0 pk(x) dkdxk (1.36)44



1.3 Des polynômes aux s�eries�a une s�erie de polynômes hyperg�eom�etriques quel
onque, de la mani�ere suivanteL 1Xn=0 anPn! = rXk=0 pk(x) dkdxk  1Xn=0 anP (0)n != rXk=0 pk(x) 1Xn=0"k�1Yl=0 Dl# (an)P (k)n != rXk=0 pk(x) 1Xn=0"r�1Yl=k Bl k�1Yl=0 Dl# (an)P (r)n != 1Xn=0" rXk=0 pk(Xr) r�1Yl=k Bl k�1Yl=0 Dl# (an)P (r)n :R�esumons 
e r�esultat dans laProposition 13Soit L l'op�erateur di��erentiel (1.36). Alors l'op�erateur aux di��eren
esL = rXk=0 pk(Xr) r�1Yl=k Bl k�1Yl=0 Dlest tel que L 1Xn=0 anPn! = 1Xn=0L(an)P (r)n : (1.37)Cette proposition valable pour toute famille de polynômes de type hyperg�eom�etrique�etablit un pro
�ed�e d'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel 
omparable au pro
�ed�e vupour les s�eries de Taylor. Nous y r�ef�ererons sous le nom de s
h�ema g�en�eral par oppo-sition �a des s
h�emas qui utilisent une stru
ture parti
uli�ere de l'op�erateur di��erentiel,
omme 
elui que nous avons pr�esent�e pour des op�erateurs de C [x; �(x) ddx ℄. N�eanmoins,si les pro
�ed�es sont 
omparables dans le sens o�u nous avons asso
i�e un op�erateur auxdi��eren
es �a un op�erateur di��erentiel, l'asso
iation ne se fait pas (du moins de mani�ere�evidente) via un morphisme du fait que nous 
hangeons de famille des polynômes �a 
haqued�erivation. A fortiori, nous n'avons pas exhib�e un isomorphisme qui nous permettrait defaire le 
hemin inverse d'un op�erateur aux di��eren
es vers un op�erateur di��erentiel. Nousreviendrons �a 
es 
onsid�erations dans le 
as des s�eries de Chebyshev pour lesquelles nousavons obtenu des r�esultats que nous avons bon espoir de retrouver dans le 
as g�en�eral.Comme nous venons de le dire, une parti
ularit�e de notre m�ethode est de donner
omme r�esultat de l'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel une s�erie d�evelopp�ee suivanteune famille di��erente de 
elle de la s�erie initiale (sauf dans le 
as des s�eries d'Hermite).Cette n�e
essit�e de 
hanger de base provient du fait qu'il n'existe pas d'op�erateur auxdi��eren
es permettant d'exprimer le polynôme hyperg�eom�etrique P 0n en fon
tion des Pn.Bien sûr, les polynômes P 0n peuvent toujours se d�e
omposer en termes de Pn mais suivantune relation de type triangulaire (au sens des matri
es de passages asso
i�ees). Si nousutilisons 
es relations pour r�e�e
rire une s�erie en P 0n en une s�erie en Pn les 
oeÆ
ients dela derni�ere s'exprimerons au moyen d'une in�nit�e de 
oeÆ
ients de la premi�ere, 
e qui ne45



Chap. 1 : S�eries orthogonales
onstitue pas une op�eration formelle puisqu'elle implique des 
onsid�erations de 
onvergen
esur les 
oeÆ
ients. Nous reviendrons aussi sur 
e point dans le 
as des s�eries de Chebyshev.Revenons momentan�ement aux polynômes orthogonaux g�en�eraux. Nous avons vu que,en dehors du 
as des polynômes orthogonaux 
lassiques, les d�eriv�ees de polynômes or-thogonaux ne sont pas des polynômes orthogonaux. Mais puisque nous 
onsid�erons unensemble beau
oup plus grand que les polynômes orthogonaux 
lassiques, est-il possibleque pour 
ertaines famille de polynômes que la famille d�eriv�ee (non n�e
essairement or-thogonale) s'exprime en fon
tion de la famille originelle via un op�erateur aux di��eren
es ?Bonan et Nevai [5℄ ont montr�e que les seuls polynômes orthogonaux sur un intervalle in�nide R �a v�eri�er une relation du typeP 0n = �nPn�k + �nPn�lo�u k et l sont deux entiers stri
tement positifs5 sont les polynômes orthogonaux pour unpoids du type w(x) = e�Ax2�Bx4 :Remarquons que si B = 0 nous retrouvons les polynômes d'Hermite (�a un 
hangementd'�e
helle sur la variable pr�es). La propri�et�e re
her
h�ee semble don
 assez rare et uneg�en�eralisation fort improbable.Illustrons par un exemple l'utilisation de notre s
h�ema g�en�eral et la n�e
essit�e d'uneautomatisation pour son emploi.Exemple 2 Reprenons l'op�erateur di��erentiel de l'exemple 1L = d2dx2 + (3 + x) ddx � 7xet appliquons le, en utilisant nos formules, �a une s�erie de LaguerreL 1Xn=0 anL(�)n ! = 1Xn=0 (7nan�1 � (27n+ 21 + 7�)an + (39n+ 57 + 20�)an+1�(25n+ 53 + 19�)an+2 + 6(n+ 3 + �)an+3)L(�+2)npuis �a une s�erie d'HermiteL 1Xn=0 anHn! = 1Xn=0��72an�1 + nan � (n+ 1)an+1 + 6(n+ 1)(n+ 2)an+2�Hn :Pour les s�eries de Ja
obi, le r�esultat g�en�eral (
'est-�a-dire pour � et � quel
onques) netient pas sur une seule page, nous produisons don
 un 
as parti
ulier (� = 1 et � =2) qui donnera une id�ee du 
al
ul et 
onvain
ra probablement le le
teur de la n�e
essit�ed'automatiser 
elui-
i. Ainsi, nous avonsL 1Xn=0 anJ (1;2)n ! = 1Xn=0 bnJ (3;4)n5Il est d'ailleurs fa
ile de voir que n�e
essairement k = 1.46



1.3 Des polynômes aux s�erieso�u le 
oeÆ
ient bn vautbn = � 7n(n+4)(n+5)(n+7)(n+6)4(2n+3)(2 n+5)(2n+7)(n+1)(n+2) an�2+(4n3+24n2+55n�21)(n+4)(n+5)(n+6)(n+7)4(2n+3)(2 n+5)(n+2)(n+3)(2n+9)(2n+7) an�1+(12n3+149n2+557n+560)(n+6)(n+7)4(2n+5)(n+3)(2 n+9)(2n+7) an+(16n5+352n4+3032 n3+12752 n2+26331 n+22050)(n+7)4(2n+5)(2n+7)(2n+9)(2n+11) an+1� (n+4)(12n3+187n2+889n+1176)4(2n+11)(2n+9)(2n+7) an+2� (n+4)(n+5)(4n3+72 n2+439 n+973)4(2n+13)(2n+11)(2n+9)(2n+7) an+3� 7 (n+6)(n+5)(n+4)4(2n+9)(2 n+11)(2n+13) an+4
e qui peut faire h�esiter �a prendre une feuille blan
he et un 
rayon.1.3.2 Appli
ation : 
onstru
tion de r�e
urren
esLe s
h�ema g�en�eral d'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel a �et�e obtenu pour less�eries de polynômes hyperg�eom�etriques sans 
onsid�erations d'orthogonalit�e. Nous allonspr�esenter une appli
ation dans laquelle l' orthogonalit�e va jouer un rôle.Soit fPng une famille de polynômes orthogonaux sur l'intervalle ℄a; b[ pour le poidsw(x). Pour toute fon
tion f de L2w(℄a; b[), on d�e�nit les 
oeÆ
ients de Fourier de f paran(f) = (f; Pn)w(Pn; Pn)wet on dit que la s�erie 1Xn=0 an(f)Pnest le d�eveloppement de Fourier (relativement �a la famille fPng) de la fon
tion f . Lelien entre 
e d�eveloppement et la fon
tion f d�epend des propri�et�es de 
elle-
i. L�a en
orenous entrerons dans le d�etail pour les s�eries de Chebyshev. N�eanmoins nous pouvonsintroduire dans le 
as g�en�eral, 
'est-�a-dire lorsque fPng est une famille quel
onque depolynômes orthogonaux 
lassiques, un probl�eme important : la 
onstru
tion d'une relationde r�e
urren
e v�eri��ee par les 
oeÆ
ients de Fourier de f quand f est solution d'une�equation di��erentielle holonome Ly = q. Soit r l'ordre de l'�equation di��erentielle. Si nousinje
tons une s�erie �a 
oeÆ
ients ind�etermin�es d�evelopp�ee suivant les Pn et si nous �e
rivonsle polynôme q 
omme une s�erie d�evelopp�ee suivant les polynômes P (r)n dont les 
oeÆ
ientsqn sont nuls pour n > deg(q), il vient alors en appliquant le s
h�ema g�en�eralL 1Xn=0 anPn! = 1Xn=0L(an)P (r)n = 1Xn=0 qnP (r)n :47



Chap. 1 : S�eries orthogonalesEn supposant que la s�erie au 
entre soit uniform�ement 
onvergente, l'identi�
ation terme�a terme autoris�ee par l'orthogonalit�e des P (r)n engendre l'�equation r�e
urrente suivanteL(an) = qn ; 8n � 0 : (1.38)Cette m�ethode de 
onstru
tion de r�e
urren
e sera �etudi�ee plus pr�e
is�ement dans le 
as dess�eries de Chebyshev pour lesquelles nous fournirons des r�esultats de 
onvergen
e validantl'existen
e de la r�e
urren
e (1.38).Le probl�eme de 
onvergen
e ne se pose pas lorsque que nous appliquons notre m�ethode�a des s�eries �nies. Cette remarque nous permet notamment d'utiliser nos r�esultats pour leprobl�eme de 
onnexion entre familles de polynômes orthogonaux 
lassiques. Donnons unexemple.Exemple 3 Connexion entre les polynômes de Ja
obi J (a;b)n et J (
;d)n . Cette relation est�etablie dans un arti
le de Godoy et al. [29℄ pour le 
as monique. Nous trouvons don
 i
iune r�e
urren
e l�eg�erement di��erente. En appliquant l'op�erateur di��erentielLm = (1� x2) d2dx2 + (b� a� (a+ b+ 2)x) ddx +m(m+ a+ b+ 1)�a 
ha
un des membres de l'�egalit�eJ (a;b)m = 1Xn=0Cn(m)J (
;d)n ave
 Cn(m) = 0 8n > m :nous annulons le premier membre. L'a
tion sur le se
ond membre se traduit par l'appli-
ation d'un op�erateur aux di��eren
es sur les 
oeÆ
ents Cn(m) et l'identi�
ation terme �aterme nous donne une r�e
urren
e. Notons � = a+b+1 et � = 
+d+1, alors la r�e
urren
eg�en�er�ee est (n+ �)(n+ �� 1)(m� n+ 1)(m + n+ �� 1)(2n+ �� 2)(2n + �� 1) Cn�1(m)+ �(
� d)[2m(m+ �) + 2n(n+ �) + (�� 1)(� + 1)℄2(2n+ �� 1)(2n+ �+ 1) + b� a2 � (n+ �) Cn(m)+(n+ 
+ 1)(n+ d+ 1)(m + n+ �+ 1)(n�m+ �� �+ 1)(2n+ �+ 1)(2n+ �+ 2) Cn+1(m) = 0 :Remarque : pour 
onstruire 
ette r�e
urren
e nous n'avons pas suivi exa
tement le s
h�emag�en�eral auquel 
as nous eussions obtenu une r�e
urren
e d'ordre 5. Mais pour appliquerla partie (1 � x2) d2dx2 de l'op�erateur Lm nous avons utilis�e la relation de stru
ture. Celarevient exa
tement �a travailler dans la base Q0n au sens d�e�ni dans l'arti
le sus-mentionn�e.La même m�ethode peut servir au 
al
ul de la r�e
urren
e v�eri��ee par les 
oeÆ
ients de
onnexion entre une famille de polynômes orthogonaux 
lassiques et une famille de po-lynômes orthogonaux semi-
lassiques. Les polynômes orthogonaux semi-
lassiques - sui-vant la d�e�nition introduite dans [45℄ - sont des polynômes orthogonaux qui v�eri�e unerelation de stru
ture de la formeR(x)P 0n+1(x) = n+tX�=n�s rn;�Pn+k(x)48



1.3 Des polynômes aux s�erieso�u t et s sont deux entiers positifs et R(x) est un polynôme de degr�e t. Cette relation destru
ture ajout�ee �a la r�e
urren
e �a 3 termes v�eri��ee par les polynômes Pn 
onduit, 
ommenous l'avons fait pour les polynômes orthogonaux 
lassiques, �a un s
h�ema pour l'appli
a-tion d'un op�erateur di��erentiel �el�ement de C [x;R(x) ddx ℄ �a une s�erie formelle d�evelopp�eesuivant les Pn. Soit fQmg une famille de polynômes orthogonaux 
lassiques. Le r�esultatde la multipli
ation �a gau
he par R2(x) de l'op�erateur di��erentiel hyperg�eom�etrique quiannule Qm s'exprime sous la forme�(x)�R(x) ddx�2 + (R(x)�(x) �R0(x)�(x))�R(x) ddx�+ �mR2(x) :En appliquant 
et op�erateur �a 
haque membre de l'�egalit�eQm(x) = mXn=0Cn(m)Pn(x)nous annulons le membre de gau
he et nous obtenons au se
ond membre une nouvelle 
om-binaison en Pn grâ
e au s
h�ema indiqu�e. Nous en tirons une r�e
urren
e pour les 
oeÆ
ientsCn(m) 
omme dans l'exemple 3.Appro
he par produit s
alaireNous avons utilis�e les op�erations sur les s�eries pour g�en�erer une relation de r�e
urren
eentre les 
oeÆ
ients de Fourier de la fon
tion f . Il existe une alternative qui 
onsiste�a travailler dire
tement ave
 le produit s
alaire pour obtenir les relations 
her
h�ees, en�evitant le probl�eme de 
onvergen
e des s�eries. La m�ethode g�en�eralise �a tous les polynômesorthogonaux 
lassiques une m�ethode due �a Paszkowski pour les 
oeÆ
ients de Chebyshev.On trouve une pr�esentation de la m�ethode de Paszkowski dans un arti
le de Lewano-wi
z [37℄ (le do
ument original de Paszkowski est un livre en polonais, d'o�u la r�ef�eren
eindire
te) o�u la m�ethode est �etendue au 
as des 
oeÆ
ients de Gegenbauer. Dans un ar-ti
le plus r�e
ent [41℄, Lewanowi
z e�e
tue la g�en�eralisation �a toute famille de polynômesorthogonaux 
lassiques.Nous pr�esentons 
ette m�ethode que nous avions nous-même �etablie (mais un peu tard)ave
 notre formalisme. Fixons une famille de polynômes orthogonaux 
lassiques Pn pourlaquelle les op�erateurs X et � sont d�e�nis par les propositions 9 et 10. Nous introduisonsl'op�erateur aux di��eren
es S = 1�n � : (1.39)Nous notons 
n(f) le n-i�eme 
oeÆ
ients de Fourier de f relatif �a Pn i.e.
n(f) = Z ba �(x)f(x)Pn(x)dx :Le 
oeÆ
ient de Fourier du produit de f par x s'exprime fa
ilement en fon
tion des
oeÆ
ients de Fourier de f 
ar nous avons
n(xf) = Z ba �(x)xf(x)Pn(x)dx= Z ba �(x)f(x)XPn(x)dx= X(
n(f)) :49



Chap. 1 : S�eries orthogonalesCette formule se g�en�eralise �evidemment au produit de la fon
tion f ave
 un polynôme ensa variable, par la formule 
n(P (x)f) = P (X)(
n(f)) : (1.40)L'�equation de Pearson (1.12) appliqu�ee �a Pn nous montre qu'une primitive de �Pn est� 1�n ��P 0n, pour tout n > 0. Ainsi en int�egrant par parties l'int�egrale d�e�nissant 
n(f)nous obtenons
n(f) = �f(x)�1�n �(x)�(x)P 0n(x)�ba + Z ba f 0(x) 1�n�(x)�(x)P 0n(x)dx :Du fait de l'annulation de �� aux extr�emit�es de l'intervalle d'int�egration, le 
ro
het peutêtre supprim�e et nous avons �nalement
n(f) = 1�n Z ba f 0(x)�Pn(x)dx = S
n(f 0) 8n > 0 : (1.41)Nous allons maintenant pouvoir 
onstruire une �equation r�e
urrente grâ
e aux formules(1.40) et (1.41). Mais pour 
ela nous devons mettre l'op�erateur di��erentiel L sous uneforme parti
uli�ere d�e
rite dans leLemme 1L'op�erateur di��erentiel holonome L d�e�ni par (1.36) se r�e�e
ritLy = (�pry)(r) + (�pr�1y)(r�1) + � � �+ �p0y (1.42)o�u �pi = rXk=i(�1)k�iCikp(k�i)k : (1.43)D�emonstration :Nous allons d'abord exprimer les pk en fon
tion des �pi puis inverser la relation. Pour 
ela, nousd�eveloppons 
haque terme (�piy)(i) dans l'egalit�e (1.42) en utilisant la formule de Leibniz.Ly = rXi=0  iXk=0Cki �p(i�k)i y(k)!= rXk=0 rXi=k Cki �p(i�k)i ! y(k)On en d�eduit les relations pk = rXi=k Cki �p(i�k)i k = 0 � � � rE
rivons 
es relations sous forme matri
ielle~P = A ~R (1.44)50



1.3 Des polynômes aux s�erieso�u ~P = 0BBBBBB� p0...pk...pr
1CCCCCCA ; ~R = 0BBBBBB� �p0...�pk...�pr

1CCCCCCA (1.45)et o�u la matri
e A est d�e�nie parAi;j = ( Cij�j�ix si i � j0 si i > j : (1.46)Nous allons inverser la relation (1.44) en interpr�etant la matri
e A 
omme la matri
e d'unendomorphisme d'espa
e ve
toriel (ou plus exa
tement de module) 
onvenablement 
hoisi.Consid�erons l'ensemble M des op�erateurs aux d�eriv�ees partielles par rapport �a 2 variables x ety, lin�eaires et �a 
oeÆ
ients 
onstants, et degr�e r pour la d�erivation par rapport �a y. On peut
onsid�erer M 
omme un C [�x ℄-module de dimension r dont une base serait 1; �y; � � � ; �ry . Tout�el�ement de M peut en e�et être mis sous la formerXk=0 pk(�x)�ky ; pk 2 C [X℄ :Consid�erons maintenant l'endomorphisme u qui a un op�erateur deM asso
ie l'op�erateur obtenupar la substitution �y 7! �y + �x. Puisque(�y + �x)j = jXi=0 Cij�iy�j�ixon voit que la matri
e asso
i�ee a l'endomorphisme u (relativement �a la base 1; �y ; � � � ; �ry)est la matri
e A. L'endomorphisme u�1 inverse de u est 
elui qui e�e
tue la substitution�y 7! �y � �x. En appliquant 
omme 
i-dessus la formule du binôme, on trouve fa
ilement lamatri
e inverse de A d�e�nie par(A�1)i;j ( Cij(�1)j�i�j�ix si i � j0 si i > j : (1.47)Pour 
on
lure on �e
rit 
omposante par 
omposante le produit ~R = A�1 ~P et on trouve lesrelation (1.43) de l'�enon
�e. 2Soit f une fon
tion r fois d�erivable et pour laquelle nous supposons l'existen
e des 
oeÆ-
ients 
n(f (k)) pour k = 0; : : : ; r et de 
n(Lf). Il vient alorsSr
n(Lf) = rXk=0Sr�kSk
n((�pk(x)f)(k))= rXk=0Sr�k
n(�pk(x)f)= rXk=0Sr�k�pk(X)
n(f) :51



Chap. 1 : S�eries orthogonalesSi f est solution de de l'�equation di��erentielle Ly = q, alors 
es 
oeÆ
ients de Fourierv�eri�ent l'�equation r�e
urrente rXk=0Sr�k�pk(X)
n(f) = Sr
n(q) (1.48)Du fait que la formule (1.41) qui �etablit l'usage de l'op�erateur S , est valide pour n > 0,la r�e
urren
e (1.48) est v�eri��ee pour n � r. Le lien entre les �equations r�e
urrentes (1.38)et (1.48) sera montr�e plus loin dans le 
as des 
oeÆ
ients de Chebyshev.1.4 Con
lusionNous venons d'�etablir des r�esultats qui seront le point de d�epart de l'�etude plussp�e
i�que des s�eries de Chebyshev dans la se
onde partie de 
e m�emoire. Avant de re-
entrer notre travail sur 
es s�eries, notons que le travail r�ealis�e sur les s�eries orthogonales
onstitue une base importante pour la mise en oeuvre eÆ
a
e et automatique des m�ethodesspe
trales qui trouvent un �elan nouveau grâ
e au 
al
ul formel (
f les remarques de J.P.Boyd �a 
e sujet [8℄). C'est pourquoi, le 
hapitre suivant est 
onsa
r�e �a l'usage du 
al
ulformel pour la manipulation des s�eries orthogonales.
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Chapitre 2Outils informatiques pour less�eries orthogonalesDans 
e 
hapitre, nous pr�esentons la r�ealisation informatique qui met en oeuvre lesr�esultats th�eoriques vus dans le 
hapitre pr�e
�edent, notamment les op�erations �el�ementairessur les s�eries orthogonales et bien sûr le s
h�ema g�en�eral d'appli
ation d'un op�erateurdi��erentiel sur une s�erie orthogonale. Originellement 
on�
u pour les s�eries de Chebyshevpuis �etendu aux s�eries de polynômes orthogonaux 
lassiques, notre programme �e
rit enMAPLE a �et�e nomm�e orthoseries pour 
es raisons \historiques". Or les m�ethodes poure�e
tuer des op�erations sur les s�eries orthogonales s'�etendent aux op�erations sur des s�eriesd�evelopp�ees suivant de familles de fon
tions pour lesquelles 
es op�erations s'expriment parl'appli
ation d'op�erateurs aux di��eren
es (
itons les s�eries trigonom�etriques, les s�eries deNeumann - d�evelopp�ees suivant des fon
tions de Bessel -, les s�eries de Laurent et
...). Aussi
ette extension dans la th�eorie est-elle stru
turellement pr�evue dans notre programme
omme nous tâ
herons de le montrer. En�n, nous voulons �eviter de faire de 
e 
hapitre unmanuel de l'utilisateur tout en pr�esentant les diverses pro
�edures auxquelles nous feronsr�ef�eren
e dans les 
hapitres suivants.2.1 Repr�esentation des s�eries orthogonalesAvant toute id�ee de r�ealisation informatique, il 
onvient de bien identi�er les objetsmath�ematiques que nous voulons manipuler pour d�e�nir les stru
tures informatiques 
or-respondantes. Il va sans dire que l'objet primordial �a repr�esenter est la s�erie orthogonaletelle que nous l'avons introduite et manipul�ee dans le 
hapitre pr�e
�edent. Cependant, dansles appli
ations num�eriques il est pratique voire n�e
essaire d'utiliser des s�eries partiellesque nous devons 
onsid�erer 
omme un type d'objet �a part enti�ere.2.1.1 S�eries : la stru
ture OSSoit une s�erie orthogonale �e
rite en toute g�en�eralit�e1Xn=0 anPn(x) :Les �el�ements 
onstitutifs signi�
atifs de 
ette s�erie sont les suivants :53



Chap. 2 : Outils informatiques pour les s�eries orthogonales1. La famille suivant laquelle la s�erie est d�evelopp�ee, i
i Pn. Nous parlerons du genrede la s�erie. Ce genre est d�eterminant pour savoir 
omment agir sur la s�erie. Larepr�esentation du genre d'une s�erie se fait �a l'aide d'une liste (type list de MAPLE)
omprenant le nom de la famille 
ompl�et�e par un 
ertain de nombre de param�etres.Ex : les polynômes de Laguerre L�n sont repr�esent�es par la liste [L,�℄. Une famillede polynômes hyperg�eom�etriques en toute g�en�eralit�e est repr�esent�ee par la liste[HYP,�,� ,n 7! Bn℄ o�u les 3 param�etres sont de type fun
tion en MAPLE.2. La variable sur laquelle s'appliquent les polynômes de la s�erie, i
i x. Cette informationest fondamentale pour diverses op�erations et en premier lieu pour la d�erivation.3. La suite des 
oeÆ
ients, i
i an, de la s�erie. Nous parlerons du terme, sous-entendug�en�eral, de la s�erie. C'est sur 
e terme que s'appliqueront les op�erateurs aux di��eren
esasso
i�es aux op�erations sur les s�eries. Remarque : en MAPLE les termes an d'unesuite seront repr�esent�es par l'expression de type fon
tion a(n).4. La variable d'indexation, i
i n, du terme que nous nommerons l'indi
e. Il est n�e
essaire�a l'appli
ation des op�erateurs aux di��eren
es.Les di��erentes informations que nous venons de d�e
rire sont assembl�ees sous forme d'untableau de type array en MAPLE, pour former un objet que nous dirons de type OS. Lastru
ture du tableau devant rester souple, notamment pour l'adjon
tion d'informationssuppl�ementaires, l'utilisateur 
r�ee un objet de type OS en utilisant une pro
�edure, 
reer-OS, qui se 
harge de 
onstruire un tableau au format voulu. Ainsi la s�erie de Laguerre1Xn=0 2�nL(�)n (y)sera 
r�e�ee par la 
ommande 
reer-OS(2�n,n,[L,�℄,y) .Pour la même raison de souplesse, l'utilisateur ou le programmateur extrait les informa-tions relatives �a un objet de type OS �a l'aide des pro
�edures d'extra
tion suivantes dontles noms indiquent de mani�ere �evidente la fon
tion : OS-terme, OS-variable, OS-genre etOS-indi
e. En pro
�edant ainsi, nous assurons que les pro
�edures informatiques de manipu-lations des s�eries restent \insensibles" �a un 
hangement de repr�esentations des s�eries.2.1.2 S�eries partielles : la stru
ture OSPConsid�erons la s�erie partielle mXn=0 anPn(x) : (2.1)Nous pouvons envisager 
et objet de deux fa�
ons di��erentes : d'une part, 
omme unes�erie dont les 
oeÆ
ients sont nuls �a partir d'un 
ertain rang ; d'autre part 
omme uner�eelle 
ombinaison �nie. Dans le premier 
as la somme (2.1) peut être repr�esent�ee dansune stru
ture OS ave
 pour terme g�en�eral Im(n)a(n) o�u Im vaut 1 sur f0; � � � ;mg et 0ailleurs. Dans le se
ond 
as, nous introduisons une nouvelle stru
ture : OSP, dans laquellela notion de terme g�en�eral est rempla
�ee par une liste de 
oeÆ
ients a0, a1, � � �, am. Dans
ette stru
ture la notion d'indi
e devient inutile. Comme dans le 
as de la stru
ture OS,un objet de type OSP est repr�esent�e par un tableau MAPLE que l'on peut 
r�eer grâ
e �ala pro
�edure 
reer-OSP. Par exemple, l'appel54



2.1 Repr�esentation des s�eries orthogonales
reer-OSP([1;�7; �; 32 ℄,[C; �℄,x).
r�ee une s�erie de Gegenbauer partielle. L�a en
ore les informations sont extraites par despro
�edures ad�equates : OSP-liste, OSP-variable, OSP-genre. Pour atteindre un 
oeÆ
ientparti
ulier, nous avons la pro
�edure OSP-
oe� pour les entr�ees (n; S) qui renvoie le n-i�eme
oeÆ
ient de l'objet S de type OSP.Il est souvent utile de 
r�eer une s�erie partielle identiquement �egale �a 1. La liste de
oeÆ
ients asso
i�ee est alors 
ompos�ee d'une seule valeur : 1P0 . L'objet de type OSP 
or-respondant est 
r�eer par la pro
�edure unite-OSP. Nous verrons plus loin une appli
ationde 
ette pro
�edure.Evaluation des s�eries partielles : le s
h�ema de Horner g�en�eralis�eUne sp�e
i�
it�e des s�eries partielles, qui les distingue des s�eries in�nies, est que l'onpeut toujours les �evaluer. Cette �evaluation doit se faire de fa�
on eÆ
a
e tant au niveau dela rapidit�e que de la pr�e
ision du r�esultat. Il est bien 
onnu que pour �evaluer le polynômea0 + a1x+ � � �+ apxp (2.2)la m�ethode qui 
onsiste �a 
al
uler ind�ependamment 
haque puissan
e xk puis �a e�e
tuer la
ombinaison lin�eaire, est �a prohiber absolument. Le nombre de multipli
ation est alors del'ordre de p2=2 et r�ealis�e en 
ottants le r�esultat du 
al
ul peut être d�eplorable. L'�evaluationeÆ
a
e du polynôme (2.2) se fait ave
 l'algorithme d'Horner. Cet algorithme est le suivant :si nous d�e�nissons la suite un 
omme suit� up+1 = 0un = xun+1 + an; n = 0 � � � palors nous avons u0 = a0 + a1x+ � � � + apxp :L'algorithme de Horner requiert seulement p multipli
ations. Pour les mêmes raisons, ilest ex
lu d'�evaluer la s�erie partielle pXn=0 anPn(x) (2.3)en 
al
ulant 
haque polynôme Pn et en e�e
tuant la 
ombinaison lin�eaire. Un pro
�ed�epour �evaluer les s�eries de Chebyshev partielles a �et�e donn�e par Clenshaw [11℄ et �etendupar Luke [43℄ pour toute s�eries �nies de fon
tions v�eri�ant une r�e
urren
e �a trois termes.Nous allons pr�esenter une extension de 
es m�ethodes pour l'�evaluation de s�eries �nies defon
tions v�eri�ant une r�e
urren
e d'ordre quel
onque. Le pro
�ed�e poss�edant l'algorithmede Horner 
omme 
as parti
ulier nous l'avons nomm�e s
h�ema de Horner g�en�eralis�e.Proposition 14 S
h�ema de Horner g�en�eralis�e55



Chap. 2 : Outils informatiques pour les s�eries orthogonalesSoit la suite fbngn2Z d�e�nie par la r�e
urren
ebn = R(bn) = eXk=1 rk(n)bn�k 8n � e; (2.4)b0; � � � ; be�1 �etant des 
omplexes �x�es, et bn = 0 pour n < 0. Soit fangn=0;���;p unesuite donn�ee de p+ 1 
omplexes, alorspXn=0 anbn = e�1Xn=0Bn[I �R℄(bn)o�u les Bn sont d�e�nis par( Bp+1 = Bp+2 = � � � = Bp+e = 0Bn = R�(Bn) + an n = 0; 1; � � � ; p (2.5)R� �etant l'op�erateur aux di��eren
es adjoint de R.D�emonstration :Nous 
ompl�etons les suites fang et fBng en 
onvenant quean = 0 pour n < 0 et n > p ;Bn = 0 pour n > p+ e :Moyennant 
ette 
onvention, nous avonspXn=0 anbn = 1Xn=�1anbn : (2.6)De plus, nous tirons des relations (2.4) et (2.5) les �egalit�es suivantes[I �R℄(bn) = 0 pour n � e et n < 0 ;[I �R℄�(Bn) = an pour n � 0 :En utilisant 
es relations, nous transformons de se
ond membre de (2.6)pXn=0 anbn = 1Xn=�1[I �R℄�(Bn) bn = 1Xn=�1Bn [I �R℄(bn)= e�1Xn=0Bn [I �R℄(bn) :Le passage de la deuxi�eme �a la troisi�eme s�erie est une appli
ation de la proposition 2. 2Le s
h�ema de Horner g�en�eralis�e permet d'�evaluer une somme du typeP anbn sans 
al
ulerexpli
itement 
haque bn apparaissant dans la somme. L'algorithme s'applique bien sûr, et
'est son utilisation premi�ere, lorsque la suite bn est une suite de fon
tions. En parti
ulier,pour �evaluer des s�eries orthogonales partielles nous avons le56



2.2 Op�erations sur les s�eriesCorollaire 2 Evaluation des s�eries orthogonalesSoit Pn une famille de polynômes orthogonaux non n�e
essairement 
lassiques oude polynômes hyperg�eom�etriques non n�e
essairement orthogonaux. Cette famillev�eri�ent don
 une relation �a trois termes du typePn+1(x) = (�n + �nx)Pn(x) + 
nPn�1(x) :Construisons la suite un( um+1 = um+2 = 0un = (�n + �nx)un+1 + 
n+1un+2 + an; n = 0 � � �m :Alors, l'�evaluation des s�eries partielles en Pn se fait 
omme suitmXn=0 anPn(x) = u0P0(x) + u1[P1(x) + �0P0(x)℄ :Le s
h�ema de Horner g�en�eralis�e dans le 
as parti
ulier du 
orollaire pr�e
�edent dans notreest impl�ement�e dans notre programme sous le nom eval-OSP.2.2 Op�erations sur les s�eries2.2.1 Op�erations �el�ementaires sur les s�eriesUn 
ertain nombre de d'op�erations se font ind�ependamment de la nature des s�eries. Cesont en parti
ulier les op�erations suivantes, pour lesquelles nous donnons nos pro
�eduresMAPLE 
orrespondantes� Multipli
ation par un s
alaire : S
al-OS(a,S) multiplie la s�erie S, 
'est-�a-dire sonterme g�en�eral, par a.� Addition : Add-OS(S1,S2) additionne les s�eries S1 et S2.� Combinaison lin�eaire : CombLin-OS(a,S1,b,S2) r�ealise la 
ombinaison lin�eaire a S1 +b S2.N�eanmoins, pour les deux derni�eres op�erations exigent des 
onditions de 
ompatibilit�e,puisque les s�eries S1 et S2 ne pourront s'additionner ou se 
ombiner que si elles ont lemême genre et la même variable auquel 
as on pourra e�e
tuer l'op�eration ad�equate surles termes g�en�eraux pour obtenir le terme g�en�eral du r�esultat. Dans leurs versions de baseles pro
�edures d'addition et de 
ombinaison renvoi un message d'erreur en 
as de non
ompatibilit�e.Maintenant, 
onsid�erons les op�erations dont le r�esultat d�epend de la nature de las�erie don
 du genre de l'objet de type OS 
orrespondant. D'apr�es les r�esultats vus au
hapitre pr�e
�edent, toute une 
lasse d'op�erations agissent sur les s�eries orthogonales parappli
ation d'un op�erateur aux di��eren
es sur le terme g�en�eral pour donner le terme de las�erie r�esultante qui est �eventuellement d�evelopp�ee suivant une autre famille de polynômes.� X-OS(S) : multiplie la s�erie S par sa variable. Stable pour le genre.� Poly-OS(p,S) : multiplie la s�erie S par le polynôme p exprim�e dans la base 
anoniquepar it�eration de la pro
�edure pr�e
�edent suivant le s
h�ema de Horner. Stable pour legenre.� Di� OS(S,x) : d�erive la s�erie S par rapport �a x.57



Chap. 2 : Outils informatiques pour les s�eries orthogonales� SigmaDi�-OS(S,x) : d�erive S suivant la relation de stru
ture. Stable pour le genre.� RelDi�-OS(S) : r�e�e
rit S dans la base des d�eriv�ees (�a une normalisation pr�es) enutilisant la relation de d�erivation.Pour e�e
tuer les op�erations �enum�er�ees notre programme doit \prendre 
onnaissan
e" desop�erateurs aux di��eren
es et des genres r�esultants asso
i�es �a 
haque 
ouple op�eration-genrede la s�erie initiale. La \prise de 
onnaissan
e"1 s'e�e
tue via une base de donn�ees qui estsimplement une pro
�edure MAPLE qui e�e
tue l'asso
ation(genre, op�eration) 7�! (genre du r�esultat, op�erateur aux di��eren
es) .La �gure 2.1 illustre l'interrogation de la base de donn�ees. De 
ette mani�ere, les op�erations(X-OS, Poly-OS, et
...) sont �e
rites une seule fois (
'est-�a-dire pour tout genre de la s�erie enentr�ee) et pro
�edent, de fa�
on interne et transparente pour l'utilisateur, �a l'interrogationde la base pour e�e
tuer les bons 
al
uls sur le terme et renvoyer un r�esultat du genread�equat. Cette appro
he a en outre l'avantage de permettre l'ajout ult�erieur de nouveauxtypes de s�eries sans autre modi�
ation qu'un renseignement de la base de donn�ees.Pour l'heure, notre base 
ontient les donn�ees ne
essaires au travail ave
 les s�eries deJa
obi, Gegenbauer (don
 Legendre), Chebyshev, Laguerre et Hermite. Nous pourrions
ondenser tous 
es 
as parti
uliers en un seul type hyperg�eom�etrique mais le 
oût de
al
ul est moindre en utilisant 
ette parti
ularisation.2.2.2 Op�erations �el�ementaires sur les s�eries partiellesToutes les op�erations appli
ables aux s�eries le sont a fortiori aux s�eries partielles. Entermes de programmation, toutes les pro
�edures pr�esent�ees dans la se
tion pr�e
�edente ontleurs pendants pour les objets de type OSP. Ces pro
�edures portent le même nom maisave
 le suÆxe -OSP. Toutefois, il faut souligner deux points qui distinguent les op�erationssur les s�eries partielles. D'une part, les probl�emes de 
ompatibilit�es �evoqu�es pour les s�eriesdisparaissent 
ar le 
hangement de base est toujours possible, en th�eorie, entre familles depolynômes (
e qui ne serait pas le 
as ave
 des s�eries partielles de Neumann, par exemple)et en pratique ave
 les outils que nous pr�esenterons plus bas. D'autre part, ave
 les objetsde type OSP les op�erateurs aux di��eren
es asso
i�es aux op�erations n'agissent plus sur unevaleur symbolique (le terme) mais sur une liste de 
oeÆ
ients.2.2.3 Autres op�erationsNous avons pr�esent�e l'impl�ementation des op�erations �el�ementaires relatives aux s�erieset aux s�eries partielles. A l'aide des pro
�edures 
orrespondantes, nous pouvons 
onstruiredes pro
�edures plus �elabor�ees. Notamment, nous avons impl�ement�e le s
h�ema g�en�erald'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel sur une s�erie orthogonale dans les pro
�eduresOpDi�-OS et OpDi�-OSP. Mais voyons d'autres 
onstru
tions.Multipli
ation d'une s�erie par une s�erie partielleNous disposons jusqu'i
i d'une pro
�edure (Poly-OS) pour multiplier une s�erie ortho-gonale par polynôme �e
rit dans la base 
anonique. Il serait �evidemment pratique et
onforme �a la philosophie de notre programme de pouvoir e�e
tuer le produit d'une s�erie1On nous pardonnera l'anthropomorphisme de l'expression.58



2.2Op�erationssurless�eries�nE�1+(2n+�+1)�(n+�+1)EBASEdeDONNEES
X-OS[L,�℄

[J,� + 1,� + 1℄12(n + � + � + 2)EDi�-OS[J,�,�℄

[L,�℄

x 1Xn=0 anL(�)n
ddx 1Xn=0 bnJ (�;�)n 1Xn=0 (n+�+�+22 ) an+1J (�+1;�+1)n

1Xn=0(�nan�1+(2n+�+1)an�(n+�+1)an+1)L(�)n

Fig. 2.1 { Interrogation de la base de donn�ee pour la multipli
ation par x d'une s�erie de Laguerre et la d�erivation d'unes�erie de Ja
obi
59



Chap. 2 : Outils informatiques pour les s�eries orthogonalesorthogonale ave
 une s�erie partielle �e
rite dans une base quel
onque de polynômes hy-perg�eom�etriques. Cette op�eration est r�ealisable grâ
e �a une adaptation simple du s
h�emade Horner g�en�eralis�e. Pour 
ela nous �e
rivons une �egalit�e en forme de lapalissadepXn=0 anPn(x) 1Xm=0 bmQm(x) = pXn=0(anS)Pn(x) (2.7)dans laquelle Pn et Qn sont des polynômes hyperg�eom�etriques et o�uS = 1Xm=0 bmQm(x) :Cal
uler le produit au membre gau
he de (2.7) revient �a �evaluer le membre de droite. Poure�e
tuer 
ette �evaluation, nous appliquons l'algorithme de Horner g�en�eralis�e ave
 un petitam�enagement : 
haque op�eration e�e
tu�ee sur les 
oeÆ
ients An est une op�eration de type-OS. ( Um+1 = Um+2 = 0Un = (�n + �nx)Un+1 + 
n+1Un+2 + anS; n = 0 � � �m :Dans la trans
ription informatique de 
ette it�eration les Uk et S sont des objets du typeOS, le produit xUn+1 est e�e
tu�e par X-OS, la multipli
ation par les s
alaires grâ
e �aS
al-OS et les additions se font par Add-OS. Evidemment, la même appro
he s'appliquepour multiplier deux objet de type OSP. Nous de�nissons ainsi les pro
�edures� mult-OSP-OS(P,S) : e�e
tue le produit de la s�erie partielle P par la s�erie S suivantle pro
�ed�e d�e
rit plus haut. Le genre du r�esultat est 
elui de la s�erie.� mult-OSP-OSP(P1,P2) : e�e
tue le produit de la s�erie partielle P1 par la s�erie partielleP2. Le genre du r�esultat est 
elui de P2.Changement de basesUne appli
ation du produit des s�eries partielles tel que nous l'avons d�e�ni est le 
han-gement de base. En e�et, soit P une s�erie partielle de genre g1 et soit U la s�erie partielle degenre g2 identiquement �egale �a 1. Par 
onstru
tion de la pro
�edure, le r�esultat de l'appelmult-OSP-OSP(P,U)est la s�erie partielle de genre g2 �egale �a P. Nous avons ainsi e�e
tu�e un 
hangement debase qui est r�ealis�e dans notre programme par la pro
�edure Conversion-OSP.2.3 S�eries de plusieurs variablesNous avons 
on
entr�e notre travail sur les �equations di��erentielles ordinaires et 
ons�equemmentsur les s�eries d�ependant d'une seule variable. Pourtant nous pouvons �etendre assez ais�ementnos r�esultats �a des s�eries en plusieurs variables du type produit tensoriel1Xn;m=0 an;mPn(x)Qm(y) (2.8)60



2.3 S�eries de plusieurs variablesauxquelles nous pouvons appliquer des op�erateurs aux d�eriv�ees partielles holonomes. Ler�esultat d'une op�eration �el�ementaire (multipli
ation par l'une des variables, d�erivation parrapport �a 
elle-
i) s'obtient par appli
ation d'un op�erateur aux di��eren
es sur le termeg�en�eral de la s�erie. La seule di��eren
e est qu'il faut faire agir 
et op�erateur sur l'indi
e
orrespondant �a la variable. Dans le 
as de la s�erie (2.8) par exemple aux op�erationsrelative �a la variable x (resp. y) 
orrespondront des op�erateurs aux di��eren
es agissant surla l'indi
e n (resp. m) du terme g�en�eral. Prenons un exemple : la multipli
ation par l'unedes variables. Supposons que Qm soit le polynôme de Gegenbauer C(�)m , alorsy 1Xn;m=0 an;mPn(x)Qm(y) = 1Xn;m=0�man;m�1 + (m+ 2�)an;m+12(m+ 1� �) �Pn(x)Qm(y)On it�ere fa
ilement 
ette op�eration �el�ementaire a�n de multiplier la s�erie (2.8) par unpolynôme en x et y.L'appli
ation d'op�erateur aux d�eriv�ees partielles n'est gu�ere plus 
ompliqu�ee que le 
as�a une variable mais n�e
essite d'être bien 
onduite si l'on veut obtenir un r�esultat sous formed'une unique s�erie. Par exemple nous voulons appliquer l'op�erateur ddx+ ddy sur la s�erie (2.8).Supposons que Pn se d�erive dans la base P (1)n par appli
ation de l'op�erateur D1 = d1(n)Eet que Qm se d�erive dans la base Q(1)m par appli
ation de l'op�erateur D2 = d2(m)E. Nousobtenons alors dans un premier temps1Xn;m=0 d1(n)an+1;mP (1)n (x)Qm(y) + 1Xn;m=0 d2(m)an;m+1Pn(x)Q(1)m (y) :En utilisant les op�erateur de 
hangement de base : B1 pour aller de Pn vers P (1)n et B2pour aller de Qm vers Q(1)m , B1 agissant sur la variable n et B2 sur la variable m, il vient1Xn;m=0 [B2(d1(n)an+1;m) +B1(d2(m)an;m+1)℄P (1)n (x)Q(1)m (y) :Pour l'appli
ation des op�erateurs plus substantiels la 
omplexit�e du r�esultat s'a

rô�t ra-pidement sans diÆ
ult�e th�eorique mais ave
 un besoin imp�erieux d'automatisation.La repr�esentation des s�eries en plusieurs variables est une extension de 
elle des s�eriesen une variable. Un tableau 
ontient le terme g�en�eral multi-indi
�e et une liste de tripletsvariable-indi
e-genre 
omme le montre l'exemple suivant aussi g�en�eral que possible24 [n1; x1; genre1℄a (n1; : : : ; np) ; : : :�np; xp; genrep� 35 :Une op�eration appliqu�ee sur 
ette stru
ture suit le d�eroulement suivant : on re
her
he dansla liste des triplets la variable 
on
ern�ee par l'op�eration, on soumet l'op�eration et le genredu triplet sele
tionn�e �a la base de donn�ees, on r�e
up�ere un op�erateur aux di��eren
es quel'on fait agir sur le terme ave
 l'indi
e ad�equat et un genre du r�esultat qu'on substituedans le triplet.N�eanmoins si la d�emar
he algorithmique reste tr�es similaire au 
as �a une variable, laprogrammation du 
as �a plusieurs variables est un peu plus d�eli
ate et reste �a d�evelopperplus 
ompl�etement. Ce d�eveloppement est d'autant plus souhaitable qu'il permettra lamise en oeuvre de m�ethodes spe
trales pour les �equations aux d�eriv�ees partielles.61



Chap. 2 : Outils informatiques pour les s�eries orthogonales2.4 Con
lusionCe 
hapitre est relativement su

int du fait que le passage de la th�eorie sur les s�eriesde polynômes hyperg�eom�etriques �a la programmation se fait de mani�ere tr�es dire
te.N�eanmoins nous avons pro�t�e du 
ontexte de 
e 
hapitre pour introduire quelques ap-pli
ations (
hangement de base) et extensions (
as �a plusieurs variables) de la th�eorie.En�n, il nous fallait nommer les diverses pro
�edures dont nous aurons l'usage dans ledernier 
hapitre 
onsa
r�e �a la r�esolution num�erique d'�equations di��erentielles.
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Deuxi�eme partieEtude th�eorique et pratique dess�eries de Chebyshev
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Chapitre 3S�eries de Chebyshev et �equationsdi��erentiellesDans 
e 
hapitre nous introduisons les propri�et�es n�e
essaires aux di��erentes �etudes quenous m�enerons sur les s�eries de Chebyshev dans les 
hapitres suivants. Nous voulons enparti
ulier mettre en exergue la double nature des polynômes de Chebyshev : une naturehyperg�eom�etrique qui leur fait h�eriter des propri�et�es dis
ut�ees au 
hapitre 1 et une naturetrigonom�etrique que nous allons voir maintenant et qui entrâ�ne de nouvelles propri�et�es.3.1 Introdu
tion : rappels3.1.1 Equations di��erentielles holonomesNous rappelons que nous nommons �equation di��erentielle holonome une �equationdi��erentielle lin�eaire �a 
oeÆ
ients polynômiaux. L'op�erateur L d�esigne g�en�eriquementl'op�erateur holonome L = rXk=0 pk(x) dkdxk : (3.1)En ajoutant un se
ond membre polynômial q quel
onque, nous obtenons une �equationdi��erentielle holonome Ly = q (3.2)�a laquelle nous ferons r�ef�eren
e dans tout 
e 
hapitre. La th�eorie des �equations di��erentielleslin�eaires �a 
oeÆ
ients analytiques (voir par exemple In
e [32℄) adapt�ee au 
as holonomenous livre le th�eor�eme fondamental suivantTh�eor�eme 2Une solution de l'�equation (3.2) est analytique en tout point du plan 
omplexe quin'est pas ra
ine du polynôme pr.Ce th�eor�eme nous am�ene �a d�e�nir une 
lasse parti
uli�ere de fon
tions.D�e�nition 6Notons M l'ensemble des fon
tions qui sont analytiques sur C sauf en un nombre �nide points du plan 
omplexe, que nous appellerons singularit�es. Pour une fon
tion fde M , Sg(f) d�esigne l'ensemble des singularit�es de f .65



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesTelle nous l'avons d�e�nie - et 
e n'est pas une d�e�nition 
lassique - la notion de singularit�ed�esigne une valeur de C et ne s'applique don
 pas au point �a l'in�ni qui peut n�eanmoinsêtre singulier au sens 
lassique. Cette d�e�nition restreinte nous �evitera d'avoir �a distinguerentre singularit�es �a l'in�ni et singularit�es �a distan
e �nie dans des appli
ations o�u seules
es derni�eres seront 
onsid�er�ees. La d�e�nition 6 nous permet de reformuler le th�eor�eme 2ainsi : toute solution f de l'�equation (3.1) est �el�ement de M ave
 Sg(f) � ra
(pr).3.1.2 S�eries de ChebyshevLa ri
hesse de propri�et�es des polynômes de Chebyshev permet une multitude de d�e�nitions�equivalentes de 
es polynômes. Dans la logique de 
e m�emoire nous donnerons la d�e�nitionsuivanteD�e�nition 7Les polynômes de Chebyshev, not�es Tn, sont les polynômes orthogonaux sur [�1; 1℄relativement au produit s
alaire d�e�ni par(f; g) = Z 1�1 f(x)g(x)p1� x2 dx (3.3)et normalis�es en imposant Tn(1) = 1.Sauf indi
ation 
ontraire, la notation (f; g) d�esignera d�esormais par d�efaut le produit s
a-laire (3.3). L'uni
it�e, �a un fa
teur de normalisation pr�es, des polynômes relatifs �a un inter-valle et un poids donn�es impliquent que les polynômes de Chebyshev sont proportionnelsaux polynômes de Ja
obi pour les param�etres � = � = �12 . Le fa
teur de normalisationest pr�e
is�e par l'�egalit�e [1, 22.5.28℄Tn = n!� �n+ 12�p�J (� 12 ;� 12 )n : (3.4)Introduisons la famille de fon
tions tn d�e�nies sur [�1; 1℄ par tn(x) = 
os(n ar

os(x)). Enutilisant le 
hangement de variable, x = 
os �, nous �etablissons que(tn; tm) = Z �0 
os(n�) 
os(m�)d�qui est nul pour n 6= m. Ainsi les fon
tions tn sont orthogonales pour le produit s
alairede Chebyshev. Mais par ailleurs, la relation trigonom�etrique2 
os � 
osn� = 
os(n+ 1)� + 
os(n� 1)�se traduit pour les tn par la relationtn+1(x) = 2xtn(x)� tn�1(x) :Puisque t0(x) = 1 et t1(x) = x, 
ette relation prouve que les tn sont des polynômes et
omme de fa�
on �evidente tn(1) = 1, la propri�et�e d'uni
it�e implique que tn = Tn. Nousavons ainsi �etabli deux propri�et�es bien 
onnues : la nature trigonom�etrique des polynômesde Chebyshev rappel�ee dans la formuleTn(x) = 
os(n ar

os(x)) = 
os(n�) x 2 [�1; 1℄; x = 
os � (3.5)66



3.2 Approximation uniforme par les s�eries de Chebyshevet la r�e
urren
e �a trois termes 
ara
t�eristique des polynômes orthogonauxTn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x) : (3.6)En notant w(x) = (1 � x2)� 12 le poids de Chebyshev, nous introduisons la notationL2w([�1; 1℄) pour d�esigner l'ensemble de fon
tions f de 
arr�e int�egrable pour la mesurew(x)dx. Nous avons alors laD�e�nition 8La s�erie de Chebyshev d'une fon
tion f appartenant �a L2w([�1; 1℄) est la s�erie1Xn=0 0
n(f)Tn(x) (3.7)o�u les 
oeÆ
ients de Chebyshev 
n(f) sont d�e�nis par
n(f) = 2� Z 1�1 f(x) Tn(x)p1� x2 dx : (3.8)La notationP 0 signi�e que le 
oeÆ
ient d'indi
e 0 est divis�e par 2. Cette notation n'est pasune 
oquetterie mais une 
onvention qui, nous le verrons, simpli�e les formules. Elle est, deplus, l'indi
e du lien fort qui lie polynômes de Chebyshev et polynômes trigonom�etriques,et, subs�equemment, s�eries de Chebyshev et s�eries de Fourier. En e�e
tuant le 
hangementde variable x = 
os � dans l'int�egrale (3.8) nous obtenons
n(f) = 2� Z �0 f(
os �) 
os(n�)d� ; (3.9)de sorte que les 
oeÆ
ients de Chebyshev de la fon
tion f sont les 
oeÆ
ients de Fourierde la fon
tion f Æ
os. La s�erie de Fourier de f Æ
os (qui est une s�erie en 
osinus du fait dela parit�e de la fon
tion) est la s�erie12
0(f) + 1Xn=1 
n(f) 
os(n�) (3.10)dans laquelle nous re
onnaissons la s�erie (3.7) apr�es 
hangement de variable et o�u nousretrouvons le 
oeÆ
ient 12 . Le lien que nous venons de mettre en �eviden
e entre s�eries deFourier et s�eries de Chebyshev, a fait dire �a 
ertains auteurs que les s�eries de Chebyshev nesont que des s�eries de Fourier d�eguis�ees. Nous esp�erons que le pr�esent m�emoire �eloigneradu le
teur une pareille pens�ee.3.2 Approximation uniforme par les s�eries de ChebyshevComme toute base orthonorm�ee Hilbertienne (et en parti
ulier 
omme toute famille
ompl�ete de polynômes orthogonaux) la famille fTng est adapt�ee �a l'approximation desfon
tions de L2([�1; 1℄) en moyenne quadratique relative au produit s
alaire qui engendrela base (voir par exemple Davis [18℄). Les polynômes de Chebyshev pr�esentent des pro-pri�et�es suppl�ementaires qui en font un outil puissant pour l'approximation uniforme desfon
tions analytiques et don
 des fon
tions de M . Les r�esultats que nous allons pr�esenter67



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellessur 
es propri�et�es sont tir�es pour l'essentiel de l'ouvrage de T. Rivlin [57℄. Nous les avonsadapt�es aux fon
tions de M .Introduisons quelques notations. Pour 
ommen
er,jjf jjK = maxx2K jf(x)jd�esignera la norme uniforme d�e�nie pour les fon
tions 
ontinues sur le 
ompa
t K. Commeil sera beau
oup question, dans la pr�esente se
tion, d'approximation sur le segment [�1; 1℄,jj � jj d�esignera par d�efaut la norme relative au segment [�1; 1℄. Nous noteronssm(f) = mXn=0 0
n(f)Tnla s�erie de Chebyshev de f tronqu�ee �a l'ordre m. En�n nous posonsSm(f) = jjf � sm(f)jj ;Em(f) = jjf � p�m(f)jjo�u p�m(f) est la meilleure approximation polynômiale de degr�e m de f sur [�1; 1℄. Nousadaptons aux fon
tions de M et 
on
entrons en un seul th�eor�eme des r�esultats donn�es parRivlin.Th�eor�eme 3Soit f une fon
tion de M analytique sur [�1; 1℄. Alors les sommes partielles sm(f)
onverge uniform�ement vers f sur [�1; 1℄. De plus nous avons l'en
adrementEm(f) � Sm(f) < �4 + 4�2 logm�Em(f) (3.11)D�emonstration :L'in�egalit�e (3.11) est donn�ee par Rivlin dans un th�eor�eme [57, Theorem 3.3℄ pour les fon
tions
ontinues sur [�1; 1℄ don
 appli
able �a la fon
tion f . Un se
ond th�eor�eme [57, Theorem 3.4℄indique que sm(f) 
onverge uniform�ement vers f sur [�1; 1℄ silimm!1 log(m)! � 1m� = 0 (3.12)o�u ! est le module de 
ontinuit�e de f sur [�1; 1℄. Or f , analytique sur [�1; 1℄, y est Lips
hit-zienne i.e. qu'il existe une 
onstante K telle que8x; y 2 [�1; 1℄ ; jf(x)� f(y)j � Kjx� yj :Ainsi nous avons une majoration du module de 
ontinuit�e! � 1m� def= supx;y2[�1;1℄jx�yj� 1m jf(x)� f(y)j � Kmqui implique la nullit�e de la limite (3.12). 2L'in�egalit�e (3.11) montre que les s�eries de Chebyshev tronqu�ees fournissent pour lesfon
tions analytiques des approximations polynômiales pro
he de la meilleure (d'o�u l'ap-pellation \near minimax polynomial approximation" souvent utilis�ee dans la litt�erature).A titre d'illustration, pour des valeurs de m inf�erieures �a 100, l'in�egalit�e (3.11) donneEm(f) � Sm(f) < 6Em(f) : (3.13)68



3.2 Approximation uniforme par les s�eries de ChebyshevExemple 4 La �gure 4 pr�esente les erreurs d'approximation par la s�erie de Chebyshevtronqu�ee ainsi que la meilleure approximation polynomiale de degr�e 5 de la fon
tionf(x) = exp�� 3x7 + x� :Sur 
et exemple le polynôme s5(f) est presque la meilleure approximation et pr�esente le
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Fig. 3.1 { Erreurs d'approximation de degr�e 5 de exp�� 3x7+x� par une s�erie de Chebyshevtronqu�ee (en trait plein) et par la meilleure approximation polynômiale (en pointill�e).
omportement os
illatoire 
ara
t�eristique de 
elle-
i.Dans le 
as des fon
tions de M nous pouvons, de plus, obtenir une majoration de l'erreurSm(f) d�ependant de la distan
e (dans un sens que nous allons pr�e
iser) des singularit�esde f �a l'intervalle [�1; 1℄. Pour 
ela nous allons introduire quelques �el�ements de g�eom�etriedu plan 
omplexe.D�e�nition 9Pour tout � > 1, E� d�esigne l'ellipse de foyers �1 et 1 dont la somme des longueursdu grand axe et du petit axe vaut 2�.Nous noterons �E� le disque elliptique limit�e par E� i.e. la partie du plan 
onstitu�eede E� et de son int�erieur (au sens g�eom�etrique).Par 
onvention, nous posons E1 = �E1 = [�1; 1℄.Pour � > 1, exprimons les longueurs � du grand axe et � du petit axe de E� en fon
tion de�. Pour 
ela, nous nous rappelons que le 
arr�e de la distan
e entre les foyers d'une ellipseest �egale au 
arr�e de la longueur du grand axe moins le 
arr�e de la longueur du petit axe.Ce qui revient �a dire i
i que �2 � �2 = 4. Comme la d�e�nition de E� nous indique que�+ � = 2�, il vient � = �+ ��1 et � = �� ��1 :69



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesOn notera que � et � sont des fon
tions 
roissantes de �. Don
 l'ellipse E�1 est �a l'int�erieurede l'ellipse E�2 si et seulement si �1 est stri
tement inf�erieure �a �2. Cette propri�et�e restevraie dans le 
as limite o�u �1 = 1.D�e�nition 10Nous noterons r la fon
tion d�e�nie C parr(z) = l(z) +pl(z)2 � 42o�u l(z) = jz � 1j+ jz + 1j :(La fon
tion r est bien d�e�nie puisque, par appli
ation de l'in�egalit�e triangulaire,l(z) est sup�erieure ou �egale �a 2.)
E�

-1 1
z

l(z)
Une autre propri�et�e bien 
onnue des ellipses est que la somme des distan
es d'un pointde l'ellipse aux foyers est �egale �a la longueur du grand axe. Autrement dit, l'ellipse E� estl'ensemble de points z tels que l(z) = � + ��1 i.e. tels que r(z) = �. Nous introduisonsmaintenant la transformation du plan 
omplexe d�e�nie par la fon
tionw(z) = 12 �z + 1z� (3.14)qui est fortement li�ee aux ellipses E� ainsi qu'aux polynômes de Chebyshev. En e�etLemme 2Le 
er
le de 
entre 0 et de rayon � est d�esign�e par la notation ��. Alors pour tout� � 1, on a E� = w (��) = w�� 1�� :D�emonstration :Soit x un point du 
er
le ��. Posons z = w(x). Cal
ulons l(z).l(z) = ����x+ x�12 � 1����+ ����x+ x�12 + 1����= 12jxj �jx� 1j2 + jx+ 1j2� = 1jxj �jxj2 + j1j2�= jxj+ 1jxj = �+ ��170



3.2 Approximation uniforme par les s�eries de Chebyshev(dans la deuxi�eme ligne de 
al
ul nous avons utilis�e la propri�et�e du parall�elogramme qui indiqueque ja� bj2+ ja+ bj2 = 2(jaj2+ jbj2). Ce 
al
ul montre que z est �el�ement de E�. Don
 w (��)est in
lus don
 E�. Remarquons que le 
al
ul pr�e
�edent montre l'in
lusion de w ����1� dansE� puisqu'il est invariant par substitution de ��1 �a �.Maintenant 
onsid�erons un point z de l'ellipse E� et 
her
hons 
es ant�e
�edents par lafon
tion w. Ceux-
i sont les solutions de l'�equationx2 � 2zx+ 1 = 0qui est une �equation du se
ond degr�e r�e
iproque. Don
 elle poss�ede deux solutions (�eventuellement
onfondues) inverses l'une de l'autre. Soit x� l'une des ra
ines, puisque w(x�) = z alors d'apr�esle 
al
ul pr�e
�edent jx�j + jx�j�1 = � + ��1 
e qui implique n�e
essairement que jx�j = � oujx�j = ��1. 2Remarque 7 Une adaptation simple de la d�emonstration pr�e
�edente nous donne un pro-pri�et�e qui nous sera utile. Si z est un nombre 
omplexe n'appartenant pas �a [�1; 1℄ alorsl'�equation w(x) = z a deux solutions : l'une de module stri
tement sup�erieur �a 1 not�eew+(z) et l'autre de module stri
tement inf�erieur �a 1 not�ee w�(z).
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Proposition 15Pour tout x 
omplexe non nul, nous avonsTn(w(x)) = w(xn) (3.15)ou autrement �e
rit Tn�x+ x�12 � = xn + x�n2 :D�emonstration :Les polynômes de Chebyshev sont d�e�nis par la r�e
urren
eTn+2(z) = 2zTn+1(z)� Tn(z)ave
 T0 = 1 et T1(z) = z. En 
hoisissant x tel que w(x) = z, nous voyons imm�ediatementque (3.15) est v�eri��ee pour n = 0 et n = 1. Un 
al
ul simple �etablit quew(xn+2) = 2w(x)w(xn+1)� w(xn) = 2zw(xn+1)� w(xn) :71



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesAinsi Tn(z) et w(xn) v�eri�ent la même r�e
urren
e ave
 les mêmes 
onditions initiales. Cesdeux quantit�es sont don
 �egales. 2Remarquons que la proposition pr�e
�edente appliqu�ee au 
as parti
ulier o�u x = ei�permet d'�etablir le r�esultat suivantTn(
os(x)) = 
os(nx))�evoqu�e plus haut. Nous aurions d'ailleurs pu �etablir la proposition 15 �a partir de 
ette�egalit�e par un argument de prolongement analytique. En�n, le lien entre les ellipses E� etles polynômes de Chebyshev apparâ�t dans le lemme suivantLemme 3Soit � � 1. Pour tout z appartenant �a E�, nous avons les in�egalit�esjTn(z)j � �net jjTnjj �E� � �n :D�emonstration :Dans le 
as � = 1, 
e r�esultat est �evident puisque pour tout z appartenant �a [�1; 1℄,jTn(z)j = j 
os(n ar

os z)j � 1 :Supposons, maintenant que � > 1. Pour tout z appartenant �a l'ellipse E�, il existe un point xdu 
er
le �� tel que z = w(x) don
jTn(z)j � 12 �jxjn + 1jxjn� � jxjn = �nD'apr�es le prin
ipe du maximum, 
ette in�egalit�e vaut non seulement pour z sur l'ellipse maisaussi z sur le disque elliptique �E�, 
e qui a
h�eve la d�emonstration. 2Un premier th�eor�eme donne des indi
ations sur la d�e
roissan
e des 
oeÆ
ients de Cheby-shev d'une fon
tion analytique.Th�eor�eme 4 Rivlin [57, Theorem 3.8℄Si f est analytique sur le disque elliptique �E� pour un 
ertain � > 1, alorsj
n(f)j � 2M�n o�u M = maxz2E� jf(z)j : (3.16)Pour une fon
tion de M nous pouvons pr�e
iser, en fon
tion des singularit�es, les disqueselliptiques sur lesquels la fon
tion est analytique.Th�eor�eme 5Soit f une fon
tion de M analytique sur [�1; 1℄. Posons�� = mins2Sg(f) r(s) : (3.17)Alors pour tout � stri
tement inf�erieur �a ��, nous avonsj
n(f)j � 2M�n o�u M = maxz2E� jf(z)j : (3.18)72



3.2 Approximation uniforme par les s�eries de ChebyshevD�emonstration :Pour toute singularit�e s, r(s) > 1 puisque s est ext�erieure �a [�1; 1℄. Et 
omme il y a un nombre�ni de singularit�es, �� = min r(s) est stri
tement sup�erieur �a 1. Si s est une singularit�e def alors r(s) � �� don
 s est sur ou l'ext�erieur de E�� . Ainsi sur tout disque elliptique �E� lafon
tion f est analytique et le th�eor�eme 4 s'applique. 2Remarque 8 Si Sg(f) est vide, alors le th�eor�eme reste vrai ave
 �� = 1. Cela signi�eque les 
oeÆ
ients 
n(f) d�e
roissent plus vite que toute suite g�eom�etrique.Remarque 9 Un r�esultat de Rivlin montre, apr�es adaptation, que la quantit�e �� v�eri�e1�� = limn!1 sup j
n(f)j1=nNous pouvons alors dire que �� repr�esente la vitesse de d�e
roissan
e des 
oeÆ
ients deChebyshev de la fon
tions f .Les r�esultats pr�e
�edents sur la d�e
roissan
e des 
oeÆ
ients de Chebyshev nous permettentd'assurer la 
onvergen
e uniforme des s�eries partielles sur [�1; 1℄ et même d'obtenir uneestimation de l'erreur. Ils nous assurent même une 
onvergen
e �a l'ext�erieur du segment[�1; 1℄ et plus pr�e
is�ement sur des disques elliptiques. Donnons un �enon
�e synth�etique enrappelant que nous avons 
onvenu que �E1 = [�1; 1℄.Corollaire 3Soit f une fon
tion de M analytique sur [�1; 1℄. Le r�eel �� ayant la même signi�
a-tion que dans le th�eor�eme 5, la suite sm(f) 
onverge normalement vers f sur toutdisque elliptique �E� ave
 � < ��. De plus, pour tout �0 tel que � < �0 < ��, nousavons la majoration d'erreur suivantejjsm(f)� f jj �E� � 2M 0�0� � 1� ��0�m ave
 M 0 = maxz2E�0 jf(z)j : (3.19)Remarque 10 Dans le 
as parti
ulier o�u � = 1, il s'av�ere que la vitesse de d�e
roissan
edes 
oeÆ
ients de Chebyshev de f peut être vue 
omme la vitesse de 
onvergen
e dela s�erie de Chebyshev de f sur [�1; 1℄.D�emonstration :Nous devons montrer (1) que la s�erie de Chebyshev 
onverge normalement sur le disqueelliptique (2) vers f (3) ave
 l'erreur indiqu�ee.Soit z un point appartenant �a �E�. En appliquant le th�eor�eme 5 et le lemme 3 nous obtenonsla majoration suivante mXn=0 0 j
n(f)jjTn(z)j � mXn=0 0M 0� ��0�nqui assure la 
onvergen
e normale des sommes partielles sm(f) sur �E�.Les fon
tions sm(f) �etant analytiques (
ar polynômiales) sur �E�, elles 
onvergent don
vers une fon
tion analytique sur �E�. Comme d'apr�es le th�eor�eme 4, la suite sm(f) 
onverge73



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesvers f sur [�1; 1℄ par appli
ation du prin
ipe du prolongement analytique, elle 
onverge versf sur �E�. 2Geddes [28℄ a même montr�e que la somme partielle sm(f) a un 
omportement pro
he de
elui de la meilleure approximation polynômiale de f sur �E�, 
e qui g�en�eralise le r�esultatplus 
onnu sur [�1; 1℄.3.2.1 S�eries de Chebyshev sur un segment [a; b℄On �etend fa
ilement la d�e�nition des s�eries de Chebyshev �a un segment quel
onque[a; b℄ de C en utilisant une similitude qui transforme le segment [a; b℄ en [�1; 1℄. Du fait desnombreuses appli
ations que nous ferons de 
ette adaptation �a des segments arbitraires,nous allons pr�e
iser les d�e�nitions et les outils n�e
essaires.Ainsi nous notons ha;b, o�u a et b sont des nombres 
omplexes distin
ts, la fon
tionaÆne d�e�nie par ha;b(z) = b� a2 z + a+ b2 (3.20)qui envoie �1 sur a et 1 sur b. Consid�erons une fon
tion f de M analytique sur [a; b℄. Lafon
tion f Æha;b est alors analytique sur [�1; 1℄ et sa s�erie de Chebyshev1Xn=0 0
n(f Æha;b)Tn(x)
onverge uniform�ement vers f Æha;b sur [�1; 1℄. Il est 
lair alors que la s�erie1Xn=0 0
n(f Æha;b)Tn �h�1a;b(x)� : (3.21)
onvergen
e uniform�ement vers f sur [a; b℄. Nous dirons que la s�erie (3.21) est la s�erie deChebyshev de f sur [a; b℄. Les propri�et�es d'approximation se transposent sur [a; b℄ et nousdonnons sous forme expli
ite les bornes d'erreurProposition 16Soit f une fon
tion de M analytique sur [a; b℄. Posons�� = mins2S(f) r(h�1a;b(s)) ;alors pour tout � stri
tement inf�erieur �a ��, on aj
n(f Æha;b)j � 2M�n o�u M = maxz2ha;b(E�) jf(z)j : (3.22)D�emonstration :La fon
tion g = f Æha;b est une fon
tion de M analytique sur [�1; 1℄. Puisque�� = mins2S(g) r(s) = mins2S(f) r(h�1a;b(s))et M = maxzE� jg(z)j = maxz2ha;b(E�) jf(z)j74



3.2 Approximation uniforme par les s�eries de Chebyshevpar appli
ation du th�eor�eme 5 l'in�egalit�e (3.22) est v�eri��ee. 2Corollaire 4Soit f une fon
tion de M analytique sur [a; b℄. Le r�eel �� ayant la même signi�
ationque dans la proposition 16, la suite sm(f; [a; b℄) 
onverge normalement vers f surtout disque elliptique ha;b (E�) ave
 � < ��. De plus, pour tout �0 tel que � < �0 < ��,nous avons la majoration d'erreur suivantejjsm(f)� f jjha;b( �E�) �M 0� ��0�m ave
 M 0 = maxz2ha;b(E�0) jf(z)j : (3.23)Nous donnons un exemple qui montre que l'on peut obtenir une meilleure approximationhors du segment de d�e�nition d'une s�erie de Chebyshev que sur le segment (de mêmelongueur) d'une autre s�erie.Exemple 5 Nous voulons �evaluer la fon
tion f(x) = ar
tan(x=2) sur le segment [�i; i℄,en utilisant soit S1 la s�erie de Chebyshev de f sur [�1; 1℄, soit S2 la s�erie de Chebyshevde f sur [�i; i℄. La fon
tion f pr�esente des singularit�es en 2i et �2i. Conform�ement auxpropositions 5 et 16, nous �etablissons que les vitesses de 
onvergen
e de S1 et S2 sur leursintervalles de d�e�nition sont respe
tivement�1 = r(�2i) = 2 +p5 et �2 = r(�2) = 2 +p3Ces r�esultats sont 
orrobor�es par l'expression des 2 s�eries de ChebyshevS1 = 2 1Xn=0(�1)n (p5� 2)2n+12n+ 1 T2n+1 ;S2 = 2i 1Xn=0 (2�p3)2n+12n+ 1 T2n+1 :D'apr�es le 
orollaire 3 relatif �a la 
onvergen
e sur les disques elliptiques, l'erreur d'ap-proximation de f(z) par les sommes partielles de la s�erie S1 est major�ee par une suiteg�eom�etrique de raison 1�2 sur le disque elliptique �E� pour � = �1=�2. Don
 si notre 
rit�erede 
hoix est la vitesse de 
onvergen
e, nous utiliserons S1 pour �evaluer f sur �E� \ [�i; i℄
'est-�a-dire sur [�i"; i"℄ ave
 " = 12 (�� 1=�) � 0:1270:: et S2 sur le reste de l'intervalle[�i; i℄. L'exp�erien
e indique que 
e 
hoix est pertinent.Notons E1;m(x) (respe
tivement E2;m(x)) la di��eren
e (don
 l'erreur) entre f(x) etS1(x) (resp. S2(x)) tronqu�ee �a l'ordre m. La �gure 3.2 pr�esente les tra
�es de Ek;6, 8Ek;8et 80Ek;10 sur [0; 0:2i℄ (nous avons fo
alis�e le tra
�e sur 
e segment 
ar sur [0:2i; i℄ E2;m(x)est toujours inf�erieure �a E1;m(x)). Les 
ourbes 
onvexes 
orrespondent aux E1;m(x) et les
ourbes 
on
aves aux E2;m(x). Dans les 3 
as, E1;m(x) est inf�erieure �a E2;m(x) sur la partiegau
he du segment. L'inversion d'ordre se fait en un point (marqu�e par un petit 
arr�e)dont l'abs
isse se rappro
he de " par valeurs d�e
roissantes.75



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentielles
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3.3 S�eries de Chebyshev et op�erateurs di��erentiels3.3 S�eries de Chebyshev et op�erateurs di��erentiels3.3.1 Le s
h�ema g�en�eralComme nous l'avons indiqu�e au d�ebut de 
e 
hapitre, les polynômes de Chebyshevsont les polynômes de type hyperg�eom�etrique d�e�nis par le triplet�x2 � 1; x; 12n (1=2)n� :De 
e fait nous pourrions �etablir les formules de r�e
urren
es v�eri��ees par les polynômes deChebyshev et leurs d�eriv�ees grâ
e aux propositions 9, 10 et 11 du 
hapitre 1. Nous allonsn�eanmoins �etablir 
es r�esultats �a partir des propri�et�es trigonom�etriques des polynômes deChebyshev 
omme nous l'avons d�ej�a fait pour la r�e
urren
e �a trois termes (3.6).Commen�
ons par la remarque suivante dont nous ferons un grand usage par la suite.La relation Tn(
os �) = 
os(n�) vue plus haut permet de d�e�nir, de mani�ere naturellequoique 
onventionnelle, Tn pour des valeurs n�egatives de n en posant T�n = Tn.D�erivons les polynômes de ChebyshevddxTn(x) = �1sin � dd� 
osn� = n sinn�sin � :Cette formule permet l�a aussi de poser T 0�n = T 0n. Introduisons la notation suivantefng def= � 1 si n = 0n si n 6= 0alors en utilisant la formule trigonom�etrique2 sin(�) 
os(n�) = sin((n+ 1)�)� sin((n� 1)�)nous obtenons la relation de d�erivationTn = T 0n+12fn+ 1g � T 0n�12fn� 1g (3.24)valable pour n 2 Z.Nous faisons i
i une l�eg�ere digression pour d�e�nir les polynômes de Chebyshev de se
ondeesp�e
e Un(x) = sin(n+ 1)�sin � = T 0n+1(x)fn+ 1gainsi que quelques propri�et�es de 
es polynômes dont nous aurons l'usage �a plusieurs re-prises. D'une part, nous savons d'apr�es la th�eorie sur les polynômes hyperg�eom�etriquesque 
es polynômes sont orthogonaux relativement au poids p1� x2. D'autre part, nousavons laProposition 17Les polynômes Un(x) sont 
omme les polynômes Tn(x) solutions de la r�e
urren
eun+2 = 2xun+1 � un : (3.25)Et pour tout z 
omplexe non nulUn(w(z)) = zn+1 � z�(n+1)z � z�1 : (3.26)77



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesD�emonstration :Comme nous l'avons fait pour les Tn, il est fa
ile de d�eduire de la formule trigonom�etrique2 
os � sinn� = sin(n+ 1)� + sin(n� 1)�que les Un(x) v�eri�ent (3.6). En 
onstatant, 
omme dans la proposition 15, que le se
ondmembre de l'�egalit�e (3.26) v�eri�e la r�e
urren
e (3.25) pour x = w(z), et que l'�egalit�e (3.26)est vraie pour n = 0 et n = 1, nous 
on
luons qu'elle est vraie pour tout n. 2Nous d�esignons par T (k)n la d�eriv�ee d'ordre k du polynôme Tn. Nous g�en�eralisons la relation(3.24) aux d�eriv�ees d'ordres sup�erieurs par d�erivations it�er�eesT (k�1)n = T (k)n+12fn+ 1g � T (k)n�12fn� 1g : (3.27)Les r�e
urren
es �a trois termes pour les T (k)n s'obtiennent en d�erivant k fois la r�e
urren
e �atrois termes pour les Tn, 
e qui donnexT (k)n + kT (k�1)n = T (k)n+1 + T (k)n�12 : (3.28)Apr�es avoir rempla
�e le terme T (k�1)n par le se
ond membre de la formule (3.24), nousobtenons xT (k)n = (fn+ 1g � k)T (k)n+12fn+ 1g + (fn� 1g + k)T (k)n�12fn� 1g : (3.29)On remarquera que, dans le 
as des polynômes de Chebyshev, nous avons utilis�e les rela-tions de d�erivation pour 
onstruire les r�e
urren
es �a trois termes des polynômes d�eriv�es,alors que nous avions obtenu, �a l'inverse, les relations de d�erivation pour les polynômeshyperg�eom�etriques grâ
e aux r�e
urren
es �a trois termes des polynômes d�eriv�es.Conform�ement aux r�esultats de la premi�ere partie nous allons pouvoir �etablir pourles s�eries de Chebyshev des formules issues des relations pr�e
�edentes. Avant de donnerdans une proposition la synth�ese de 
es r�esultats, indiquons que, pour les d�eriv�ees despolynômes de Chebyshev, nous n'e�e
tuerons pas de re
alage d'indi
es. De 
e fait unes�erie en T (k)n est somm�ee en partant de l'indi
e n = k. Nous adoptons 
et usage par
e qu'ilmet en exergue des propri�et�es de sym�etrie dans les op�erateurs aux di��eren
es que nousallons g�en�erer.

78



3.3 S�eries de Chebyshev et op�erateurs di��erentielsProposition 18Les s�eries de Chebyshev v�eri�ent les formules suivantes1Xn=k 0
nT (k)n (x) = 1Xn=k+1�(
n)T (k+1)n (x) (3.30)x 1Xn=k 0
nT (k)n (x) = 1Xn=k 0Xk(
n)T (k)n (x) (3.31)o�u � et Xk sont les op�erateurs aux di��eren
es d�e�nis par�(
n) = 
n�1 � 
n+12n ;Xk(
n) = 8>>><>>>: 
n+1 + 
n�12 si k = 0(n+ k)
n+1 + (n� k)
n�12n si k > 0 :Ces formules sont valides ave
 la 
onvention 
�n = 
n.D�emonstration :Commen�
ons par �etablir les formules impliquant une s�erie de Chebyshev (non d�eriv�ee)1Xn=0 0
nTn(x)qui peut se r�e�e
rire, du fait des 
onventions prises,12 1Xn=�1 
nTn :Pour la multipli
ation par x, la r�e
urren
e �a trois termes (3.6) s'�e
rit , en termes d'op�erateursaux di��eren
es, xTn = �E + E�12 �Tn pour tout n 2 Z :Notons X0 l'op�erateur aux di��eren
es qui apparâ�t dans le membre de droite. Il appert quel'op�erateur adjoint de X0 est X0 lui-même. Ainsi, en appliquant la proposition 2 nous avonsx 12 1Xn=�1 
nTn = 12 1Xn=�1 
nX0(Tn)= 12 1Xn=�1X0(
n)Tn= 1Xn=0 0X0(
n)Tn ; (3.32)
e qui �etablit la formule de multipli
ation 
her
h�ee. L'op�erateur sous-ja
ent dans la relationde d�erivation (3.24) est E2fn+ 1g � E�12fn� 1g79



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentielleset nous notons � son adjoint qui est E�1 � E2fngEn e�e
tuant un 
al
ul similaire �a (3.32) dans lequel � joue le rôle de X0, nous obtenonsmutatis mutandi 1Xn=�1 
nTn = 1Xn=0 0�(
n)T 0n :Et 
omme T 00 = 0, 
ela �etablit le 
as k = 0 de la formule (3.31). Les autres 
as de la formule(3.31) s'obtiennent alors par d�erivations su

essives.L'op�erateur aux di��eren
es 
orrespondant �a la multipli
ation de T (k)n par x est d'apr�es laformule (3.29) (fn+ 1g � k)E2fn+ 1g + (fn� 1g+ k)E�12fn� 1get son op�erateur adjoint Xk = (fng � k)E�12fng + (fng+ k)E2fng :D'o�u en utilisant la proposition 2x 1Xn=k 
nT (k)n = 1Xn=kXk(
n)T (k)n = 1Xn=k�(fng � k)
n�12fng + (fng+ k)
n+12fng �T (k)n (3.33)et 
omme l'indi
e n ne prend que des valeurs stri
tement positives nous pouvons retirer lesa

olades. 2Avant de 
ontinuer, faisons la remarque suivante. L'op�erateur qui permet de 
hanger debase pour transformer une s�erie en T (k)n en une s�erie en T (k+1)n est ind�ependant de k
ar nous n'avons pas introduit de normalisation ave
 les d�eriv�ees. Nous avons not�e 
etteop�erateur � et non B 
omme dans le premier 
hapitre pour des raisons \historiques" 
ar ilvient en quelque sorte 
ompenser une d�erivation. Nous n'avons pas r�eutilis�e la notation �dans le premier 
hapitre pour �eviter la 
onfusion ave
 les op�erateurs D de normalisations.Ave
 les op�erations �el�ementaires sur les s�eries, nous pouvons appliquer un op�erateurdi��erentiel �a une s�erie suivant le s
h�ema g�en�eral.Proposition 19Soit L l'op�erateur di��erentiel holonomepr(x)� ddx�r + � � �+ p1(x) ddx + p0(x) (3.34)et L l'op�erateur aux di��eren
espr (Xr) + � � �+ p1 (Xr)�r�1 + p0 (Xr)�r
onstruit ave
 les op�erateurs d�e�nis dans la proposition 18. Alors le r�esultat del'appli
ation de L �a une s�erie de Chebyshev s'obtient 
omme suitL 1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=rL(
n)T (r)n :80



3.3 S�eries de Chebyshev et op�erateurs di��erentielsD�emonstration :Le r�esultat s'obtient par 
al
ul dire
tL 1Xn=0 0
nTn! = rXk=0 pk(x) 1Xn=k 0
nT (k)n= rXk=0 pk(x) 1Xn=r�r�k(
n)T (r)n= rXk=0 1Xn=r pk(Xr)�r�k(
n)T (r)n= 1Xn=rL(
n)T (r)n :Ce 
al
ul est plus simple que le 
as hyperg�eom�etrique g�en�eral pr�esent�e dans le 
hapitre 1 dufait de l'ind�ependan
e de � par rapport �a k. 2Contrairement �a 
e que nous avions fait au 
hapitre 1, nous voulons l�egitimer le pro
�ed�ed�e
rit 
i-dessus vis-�a-vis de la 
onvergen
e. Pour 
ela, 
ommen�
ons par donner un r�esultatfond�e sur le th�eor�eme de Markov. Nous d�e�nissons les polynômes �k 
omme suit8>><>>: �0 � 1�k(n) = k�1Yi=0(n2 � i2) 8k � 1 : (3.35)Nous avons alors la proposition suivante due �a Rivlin [57℄.Proposition 20Les polynômes de Chebyshev ainsi que leurs d�eriv�ees su

essives v�eri�ent l'in�egalit�esuivante jjT (k)n jj[�1;1℄ = T (k)n (1) = �k(n)k!! k = 0; 1; 2; � � � ; n � k: (3.36)Grâ
e �a 
ette proposition nous pouvons aÆrmer que si S(x) est la somme de la s�erie1Xn=0 0
nTn(x)dans laquelle les 
oeÆ
ients 
n sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique, alors les s�eries1Xn=k 
nT (k)n (x)sont normalement 
onvergentes puisque les termes j
nT (k)n (x)j sont major�es par les valeursj
nj�k(n)k!! qui sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique, et leurs sommes sont don
 les d�eriv�ees su
-
essives S(k)(x) de S(x). Par ailleurs, les op�erateurs Xk et � �etant �a 
oeÆ
ients rationnels,les op�erations formelles (3.30) et (3.31) sont valides vis-�a-vis de la 
onvergen
e 
haque fois81



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesque les 
oeÆ
ients 
n sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique. Et dans 
e 
as les suites Xk(
n) et�(
n) sont elles-mêmes �a d�e
roissan
e g�eom�etrique.Ainsi dans le 
as de s�eries aux 
oeÆ
ients �a d�e
roissan
e g�eom�etrique, nous pouvonsrempla
er dans la proposition 19 les s�eries formelles par leurs sommes.Proposition 21Soit L et L les op�erateurs d�e�nis dans la proposition 19. Supposons que les 
oeÆ-
ients de la s�erie 1Xn=0 0
nTn(x)sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique. Nommons S(x) sa somme. AlorsLS(x) = 1Xn=rL(
n)T (r)n (x)o�u la suite fL(
n)g est �a d�e
roissan
e g�eom�etrique.Remarque 11 Le r�esultat pr�e
�edent pourrait s'�enon
er ave
 
onvergen
e sur des disqueselliptiques en appliquant le 
orollaire 3.Proposition 22 R�e
urren
e de ChebyshevSoit L l'op�erateur di��erentiel holonome d�e�ni par (3.34). On suppose que le po-lynôme pr ne s'annule pas sur [�1; 1℄. Soit q un polynôme de C [x℄ qui se d�eveloppedans la base fT (r)n g sous la formeq(x) = 1Xn=r qnT (r)n (x) ave
 qn = 0 pour n > deg(q) :Soit en�n � une solution de l'�equation di��erentielle Ly = q. Alors les 
oeÆ
ients deChebyshev de � v�eri�ent l'�equation aux di��eren
esL(
n) = qn ; 8n � r (3.37)que nous nommerons \r�e
urren
e de Chebyshev".D�emonstration :Puisque l'�equation di��erentielle Ly = q est r�eguli�ere sur [�1; 1℄ (du fait que pr ne s'annule passur sur 
e segment), � est une fon
tion de M analytique sur [�1; 1℄. Don
 ses 
oeÆ
ients deChebyshev 
n sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique. En appliquant la proposition 21, nous avonsL� = 1Xn=rL(
n)T (r)n = 1Xn=r qnT (r)n :Les deux s�eries �etant normalement 
onvergentes, l'orthogonalit�e des T (r)n nous permet d'iden-ti�er les termes et don
 d'�etablir l'�equation (3.37). 2Cette proposition est le point de d�epart des travaux que nous d�evelopperons dans les
hapitres suivants. G�en�eralisons la proposition aux s�eries de Chebyshev sur [a; b℄. Nous82



3.3 S�eries de Chebyshev et op�erateurs di��erentielssavons que les 
oeÆ
ients de Chebyshev de � sur [a; b℄ sont les 
oeÆ
ients de Chebyshevde � Æ ha;b sur [�1; 1℄. Or, si � v�eri�e l'�equation di��erentielle Ly = q alors � Æ ha;b estsolution de l'�equation rXi=0 pi (h(x)) �h0��iy(i)(x) = q(h(x)) (3.38)o�u nous avons pos�e h = ha;b et o�u h0 est la d�eriv�ee (
onstante) de h. Nous �etablissons alorslaProposition 23Soit L l'op�erateur di��erentiel holonome d�e�ni par (3.34). On suppose que le po-lynôme pr ne s'annule pas sur [a; b℄. Soit q un polynôme de C [x℄ tel queq(ha;b(x)) = 1Xn=r qa;bn T (r)n (x) ; ave
 qa;bn = 0 pour n > deg(q) :Soit en�n � une solution de l'�equation di��erentielle Ly = q. Alors les 
oeÆ
ients deChebyshev de � sur [a; b℄ v�eri�ent l'�equation aux di��eren
esLa;b(
n) = qa;bn ; 8n � r (3.39)o�u La;b = rXk=0 pk�b�a2 Xr + a+b2 �� 2b�a�r�k�r�k : (3.40)Cette proposition n'apporte pas un suppl�ement fondamental sur le plan th�eorique maiselle trouvera son utilit�e dans les appli
ations num�eriques.3.3.2 Utilisation de la relation de stru
tureNous avions �evoqu�e dans le 
hapitre 1, la possibilit�e d'utiliser la relation de stru
turepour appliquer une 
lasse d'op�erateurs di��erentiels �a une s�erie orthogonale. Nous allonsd�etailler 
e point dans le 
as des s�eries de Chebyshev.Proposition 24 Relation de stru
ture pour les polynômes de ChebyshevPour tout n entier, nous avons(x2 � 1) ddxTn = �Tno�u l'op�erateur aux di��eren
es � est d�e�ni par�= n2 (E� E�1) :D�emonstration :En posant x = 
os �, il vient(x2 � 1) ddxTn = �sin2� n sin(n�)sin(�)= n
os(n+ 1)� � 
os(n� 1)�283



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentielles= n2 (Tn+1 � Tn�1)
e qui montre notre r�esultat. 2Nous transposons 
e r�esultat aux s�eries a�n d'obtenir laProposition 25Pour tout n entier, nous avons(x2 � 1) ddx 1Xn=0 0
nTn = 1Xn=0 0r(
n)Tno�u l'op�erateur aux di��eren
es r est d�e�ni parr = (n� 1)E�1 � (n+ 1)E2 :D�emonstration :L'op�erateur r est l'op�erateur adjoint de �. La d�emonstration est alors la même, mutatismutandi, que 
elle qui �etablit l'usage de l'op�erateur X0 dans la proposition 18. 2Nous avons nomm�e ainsi l'op�erateur r �a 
ause d'une 
ertaine 
ompl�ementarit�e vis-�a-visde l'op�erateur � dont nous avons voulu garder une tra
e dans la graphie. Introduisons lanotation suivante � = (x2 � 1) ddx :La proposition 25 nous permet d'appliquer un op�erateur di��erentiel de C [x;�℄ �a une s�eriede Chebyshev. Un op�erateur de C [x;�℄ pouvant s'�e
rire de mani�ere 
anoniqueM = rXk=0mk(x)�knous v�eri�ons ais�ement queM  1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=0 0 " rXk=0mk(X0)rk#(
n)Tn : (3.41)Nous avions d�ej�a vu 
ette propri�et�e dans le 
as g�en�eral des s�eries orthogonales. Nous allonsdonner un r�esultat 
ompl�ementaire qui fa
ilite l'emploi de la formule (3.41).Lemme 4Pour tout n � 1, (x2 � 1)n dndxn 2 C [x;�℄ :D�emonstration :Nous posons !n = (x2 � 1)n dndxn . Un 
al
ul dire
t montre que !1 = � et !2 = �2 � 2x�.Ainsi !1 et !2 appartiennent bien �a C [x;�℄. Maintenant pour n > 2,�!n�1 = (x2 � 1)�(x2 � 1)n�1 dndxn + 2(n� 1)x(x2 � 1)n�2 dn�1dxn�1�= !n + 2(n� 1)x!n�1 84



3.4 Autres propri�et�esAutrement dit !n = (�� 2(n� 1)x)!n�1, 
e qui montre par r�e
urren
e l'appartenan
e de !n�a C [x;�℄ pour tout n. 2Remarque 12 La d�emonstration pr�e
�edente nous indique au passage que!n = n�1Yk=0 (�� 2kx)o�u le produit se fait �a gau
he dans l'ordre 
roissant de l'indi
e.Le lemme 4 nous montre qu'un op�erateur L de C [x; ddx ℄ d'ordre r se transforme en op�erateurde C [x;�℄ par multipli
ation par (x2�1)r (�eventuellement par une puissan
e moindre). Les
h�ema (3.41) peut alors être utilis�e pour appliquer L �a une s�erie de Chebyshev et obtenirun r�esultat sous forme de s�erie de Chebyshev et non dans une base d�eriv�ee. Il y a l�a unepetite 
ontre-v�erit�e 
ar 
'est (x2 � 1)rL et non L que nous appliquons. Le fait de vouloirrester �a tout prix (i
i le prix est une 
omplexit�e a

rue) dans la base de Chebyshev peutse justi�er, par exemple, dans l'emploi de m�ethodes spe
trales.3.4 Autres propri�et�esLes propri�et�es que nous avons pr�esent�ees pr�e
�edemment �etaient l'appli
ation aux po-lynômes et s�eries de Chebyshev des propri�et�es vues dans le tout premier 
hapitre pourles polynômes orthogonaux 
lassiques, auxquelles nous avons ajout�e des 
onsid�erations de
onvergen
e. Nous allons maintenant �etudier d'autres propri�et�es sp�e
i�ques au 
as Che-byshev.3.4.1 Produit de polynômes de ChebyshevLe produit de deux polynômes de Chebyshev s'exprime ais�ement dans la base de Che-byshev, 
omme l'indique laProposition 26Pour tous entiers r et n TrTn = Tn�r + Tn+r2 :D�emonstration :Usons �a nouveau des ressour
es de la trigonom�etrie pour �etablir 
e r�esultat,Tr(x)Tn(x) = 
os r� 
osn�= 
os(n� r)� + 
os(n+ r)�2= Tn�r + Tn+r2 : 2Remarquons que 
ette proposition appliqu�ee pour r = 1, nous redonne la r�e
urren
e�a trois termes. Une propri�et�e similaire existe pour tous les polynômes orthogonaux (pas85



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesn�e
essairement hyperg�eom�etriques). Ainsi le produit PrPn de deux polynômes orthogonauxs'exprime 
omme une 
ombinaison de polynômes orthogonaux Pk o�u k varie de n � r �an + r (nous avons suppos�e r � n, supposition inutile dans le 
as Chebyshev du fait des
onventions prises). Le 
al
ul des 
oeÆ
ients de 
ette 
ombinaison, qui est en g�en�eralplus 
ompliqu�ee que dans le 
as des polynômes de Chebyshev, s'appelle probl�eme delin�earisation [59℄.La transposition du r�esultat pr�e
�edent aux s�eries est imm�ediat : la d�emonstration estla même que pour la multipli
ation par la variable en rempla�
ant E par Er. Nous obtenonsainsi laProposition 27Pour tout entier r, le r�esultat de la multipli
ation d'une s�erie de Chebyshev par Trest donn�e par Tr 1Xn=0 0
nTn = 1Xn=0 0 �Er + E�r2 �(
n)Tn= 1Xn=0 0 
n�r + 
n+r2 Tn :Il est amusant de noter que nous aurions pu inverser l'ordre des d�emonstrations. En e�et,d'apr�es la proposition 18 Tr 1Xn=0 0
nTn = 1Xn=0 0Tr(X0)(
n)Tnmais par appli
ation de (3.15)Tr(X0) = Tr �E + E�12 � = Er +E�r2
e qui d�emontre la proposition 27. Nous d�eduisons la proposition 26 en appli
ation laproposition 27 �a la pseudo-s�erie Tn = 1Xk=0 0Æn;kTk :Grâ
e �a la proposition 27 nous pouvons obtenir une forme tr�es expli
ite du r�esultat duproduit d'une s�erie de Chebyshev par un polynômeCorollaire 5Soit P un polynôme qui s'�e
rit P = rXk=0 0�kTkdans la base des polynômes de Chebyshev. Alors, en 
onvenant que ��k = �k,P (x) 1Xn=0 0
nTn = 1Xn=0 0 12 rXk=�r �k
n�k!Tn :86



3.4 Autres propri�et�esAppli
ation aux fra
tions rationnellesGrâ
e au 
orollaire 5, nous allons �etablir la r�e
urren
e v�eri��ee par les 
oeÆ
ients deChebyshev d'une fra
tion rationnelle. Les r�esultats sur la 
onvergen
e des s�eries de Che-byshev vont alors nous permettre de d�eterminer 
es 
oeÆ
ients. Consid�erons don
 unefra
tion rationnelle �(x) = D(x)B(x) o�u nous supposerons que B(x) n'a pas de ra
ine sur[�1; 1℄ de fa�
on �a assurer l'existen
e de la s�erie de Chebyshev de �. Puisque par divisioneu
lidienne nous pouvons �e
rire�(x) = C(x) + A(x)B(x) ; deg(A) < deg(B) ;le v�eritable1 probl�eme est de d�eterminer la s�erie de Chebyshev de A(x)B(x) , 
elle de � s'end�eduisant par simple ajout du polynôme C(x). Ainsi nous pouvons supposer sans perte deg�en�eralit�e que C(x) = 0. Les singularit�es de � sont les ra
ines de B(x), don
 par appli
ationdu th�eor�eme 5 les 
oeÆ
ients de Chebyshev sn de � sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique devitesse �� = minb2ra
(B) r(b) :Le polynôme B(x) a le d�eveloppement suivant dans la base de ChebyshevB = �02 + �1T1 + � � �+ �rTrtandis que A(x) se d�eveloppe 
omme suitA(x) = 1Xn=0 0�nTno�u �n est nul pour n > deg(A). Alors, la fon
tion � v�eri�ant l'�equationB(x)�(x) = A(x)que nous pourrions quali�er abusivement d'�equation di��erentielle holonome d'ordre 0, nous�etablissons, 
onform�ement �a la proposition 5, l'�egalit�e1Xn=0 0 12 rXk=�r �ksn+k!Tn = 1Xn=0 0�nTn :Nous en tirons alors l'�equation r�e
urrenterXk=�r �ksn+k = 2�n ; n � 0 : (3.42)Puisque nous avons suppos�e A de degr�e stri
tement inf�erieur au degr�e de B, nous pouvonsdistinguer dans l'�equation r�e
urrente les r �equationsrXk=�r �ksn+k = 2�n 0 � n � r � 1 (3.43)1En fait, le v�eritable probl�eme est de d�eterminer dans la s�erie de Chebyshev de 1B(x) que l'on saitmultiplier par A(x). N�eanmoins nous e�e
tuerons deux �etapes en une.87



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesque nous 
onsid�ererons 
omme des 
ontraintes impos�ees aux solutions de l'�equation r�e
urrente�a 
oeÆ
ients 
onstants rXk=�r �ksn+k = 0 r � n (3.44)Suivant la th�eorie des �equations r�e
urrentes �a 
oeÆ
ients 
onstants, nous savons que lessolutions de (3.44) sont d�etermin�ees par les ra
ines du polynôme 
ara
t�eristique�(x) = rXk=�r �kxr+ket leurs multipli
it�es. Notons imm�ediatement que 0 n'est pas ra
ine de � sinon nous aurions�r = 0, 
e qui 
ontredirait le fait que r est le degr�e exa
t de B. D'autre part, le polynôme� est un polynôme r�e
iproque. Nous pouvons don
 pr�evoir que ses ra
ines sont deux �adeux inverses ave
 la même multipli
it�e. D�etaillons les 
hoses.Soit fbigi=1:::r0 les ra
ines du polynôme B et �i la multipli
it�e de bi. Nous savons queles solutions que l'�equationx+ x�12 = bi , x2 � 2bix+ 1 = 0sont inverses l'une de l'autre. Nous pouvons même être plus pr�e
is : d'apr�es la remarque 7,l'hypoth�ese bi 62 [�1; 1℄ implique que l'une des ra
ines est de module stri
tement inf�erieur�a 1, nous la noterons 
i, l'autre �etant alors n�e
essairement de module stri
tement sup�erieur�a 1. L'�egalit�e x+ x�12 � bi = x�12 (x� 
i)(x� 
i�1)obtenue par fa
torisation, est utilis�ee dans le 
al
ul suivant�(x) = 2xr rXk=0 0Tk �x+ x�12 � = 2xrB�x+ x�12 �= 2xr2r�r r0Yi=1�x+ x�12 � bi��i= 2xr2r�r r0Yi=1�x�12 ��i(x� 
i)�i(x� 
i�1)�i= 2�r r0Yi=1(x� 
i)�i(x� 
i�1)�i :Le passage de l'avant-derni�ere �a la derni�ere ligne se fait en remarquant quer0Yi=1�x�12 ��i = �x�12 � r0Xi=1 �i = �x�12 �r :Ainsi les ra
ines de � et leurs multipli
it�es sont enti�erement d�etermin�ees par les ra
ines(et leurs multipli
it�es) du polynôme B. L'expression des 
oeÆ
ients sn de la s�erie deChebyshev de � sera don
 une 
ombinaison lin�eaire des 2r termesnki
in ; nki
i�n 1 � i � r0 ; 0 � ki < �i :88



3.4 Autres propri�et�esMais puisque nous savons que les 
oeÆ
ients sn sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique nouspouvons ex
lure de la 
ombinaison lin�eaire les termes nki
i�n qui sont eux �a 
roissan
eg�eom�etrique. Notons ei(n) (ave
 une num�erotation ad�equate) les r termes nki
in �a d�e
roissan
eg�eom�etrique. Nous avons alors sn = rXi=1 �iei(n)o�u les �i sont d�etermin�es par les r 
ontraintes, 
'est �a dire parrXk=�r �k rXi=1 �iei(n+ k)! = rXi=1 �i rXk=�r �kei(n+ k)! = 2�n :Ce que nous pouvons �e
rire sous la forme matri
ielleB:0BBBB� �1......�r
1CCCCA = 0BBBB� 2�0......2�r�1

1CCCCA def= Ao�u la matri
e B est d�e�nie par Bn;i = rXk=�r �kei(n+ k) :Nous d�etaillons trois 
as simples de fra
tions rationnelles qui nous servirons de fon
tionstests pour diverses appli
ations dans 
e 
hapitre et les suivants.Premier 
as : �(x) = 1b�x .Nous avons B = �
�1 � 
� et A = (4)La s�erie de Chebyshev de � est1b� x = 4
�1 � 
 1Xn=0 0
n Tn(x) : (3.45)Deuxi�eme 
as : �(x) = 1(b�x)2 .Le syst�eme �a r�esoudre est d�etermin�e par les �el�ementsB =  � 
2�
�22 �2
�
�12 
+
�12 ! = � b �212 b �� 
�1 � 
 00 1 � ;A = � 40 � :La s�erie de Chebyshev de � est1(b� x)2 = 8
2(
2 � 1)2 1Xn=0 0 ��(
2 + 1)
n + n(
2 � 1)
n� Tn(x) : (3.46)89



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesTroisi�eme 
as : �(x) = 1(b1�x)(b2�x) .Le syst�eme �a r�esoudre est d�etermin�e par les �el�ementsB =  � (
1�
�11 )(
2+
�12 )2 � (
2�
�12 )(
1+
�11 )2
1�
�112 
2+
�122 != � b1 b212 12 �� 
�11 � 
1 00 
�12 � 
2 � ;A = � 40 � :La s�erie de Chebyshev de � est1(b1 � x)(b2 � x) = 8
1
2(
1
2 � 1)(
1 � 
2) 1Xn=0 0 � 
1
21 � 1
n1 � 
2
22 � 1
n2� Tn(x) : (3.47)
Appli
ation au produit de s�eries de ChebyshevLe produit de s�eries s'obtient en quelque sorte par un passage �a la limite du produitpolynôme-s�erie qui nous fournit laProposition 28Soit a = fang et b = fbng deux suites �a d�e
roissan
e g�eom�etrique, de vitesse respe
-tive �a et �b . Alors 1Xn=0 0anTn: 1Xn=0 0bnTn = 1Xn=0 0(a � b)nTno�u la suite f(a � b)ng est d�e�nie par le produit de 
onvolution(a � b)n = 12 1Xk=�1akbn�kave
 la 
onvention habituelle a�k = ak et b�k = bk. De plus f(a � b)ng est �ad�e
roissan
e g�eom�etrique de vitesse min(�a; �b).Remarque 13 Le produit de 
onvolution d�e�ni dans la proposition 28 utilise la 
onven-tion sur les indi
es n�egatifs. Celle-
i permet une �e
riture tr�es simple voire �el�egante de
ette op�eration. Cependant pour les 
al
uls e�e
tifs (et la programmation) nous donnonsune formule n'utilisant que des indi
es positifs.2(a � b)n = 1Xr=�1arbn�r= �1Xr=�1arbn�r + nXr=0 arbn�r + 1Xr=n+1 arbn�r90



3.4 Autres propri�et�es = 1Xr=1 arbn+r + nXr=0 arbn�r + 1Xr=1 an+rbr= nXr=0 arbn�r + 1Xr=1 (arbn+r + an+rbr) :La proposition 28 est le pendant, pour les s�eries de Chebyshev, du produit de Cau
hy pourles s�eries de Taylor. Mais une di��eren
e fondamentale s�epare les deux notions : le produitde 2 s�eries de Chebyshev n'est pas une op�eration formelle ! En e�et, il est n�e
essaire d'avoirdes 
onditions sur les suites fang et fbng pour assurer la 
onvergen
e de la s�erie qui d�e�nit(a � b)n et par l�a assurer l'existen
e de la s�erie produit. Cette restri
tion n'existe pas pourles s�eries de Taylor pour lesquelles le produit de Cau
hy (qui 
orrespond �a des sommes�nies) existe toujours en tant qu'op�eration formelle même pour des s�eries divergentes.Exemple 6 Utilisons le produit de s�eries pour retrouver la s�erie de Chebyshev de l'inversed'un polynôme du se
ond degr�e �a ra
ines distin
tes. Ainsi1(b1 � x)(b2 � x) = 1b1 � x � 1b2 � x= 4
�11 � 
1 1Xn=0 0
n1Tn(x)� 4
�12 � 
2 1Xn=0 0
n2Tn(x)= 8
1
2(1� 
21)(1 � 
22) 1Xn=0 02(
1 � 
2)nTn(x)o�u 
1 = f
1ng et 
2 = f
2ng ave
 
1 = w�(b1) et 
2 = w�(b2). Alors2(
1 � 
2)n = nXr=0 
n2�
1
2�r + 1Xr=1 (
n1 (
1
2)r + 
n2 (
1
2)r)= 
n2 1� � 
1
2�n+11� 
1
2 + (
n1 + 
n2 ) 
1
21� 
1
2= � 
1
1 � 
2 + 
1
21� 
1
2� 
n1 +� 
2
2 � 
1 + 
1
21� 
1
2� 
n2= � 
1(1� 
22)(
1 � 
2)(1� 
1
2)� 
n1 +� 
2(1� 
21)(
2 � 
1)(1� 
1
2)� 
n2d'o�u nous tirons1(b1 � x)(b2 � x) = 8
1
2(
1 � 
2)(1 � 
1
2) 1Xn=0 0� 
11� 
21 
n1 � 
21� 
22 
n2�Tn(x)
e qui 
orrespond �a la formule (3.47). Pour b1 = b2, nous posons 
1 = 
2 = 
 et 
 = f
ng.Alors (
 � 
)n = (n+ 1)
n + 2
n 
21� 
2 = �n+ 1 + 
21� 
2� 
n :91



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesExemple 7 Multiplions 2 fon
tions exponentielles :eaxebx = 2 1Xn=0 0In(a)Tn(x)� 2 1Xn=0 0In(b)Tn(x)= 2 1Xn=0 02(I(a) � I(b))nTn(x) :Or, en utilisant un th�eor�eme d'addition pour les fon
tions de Bessel [1, 9.1.75℄, il vient2(I(a) � I(b))n = 1Xk=�1 In�k(a)Ik(b) = In(a+ b) :La formule dans l'Abramowitz est donn�ee pour les fon
tions de Bessel Jn, mais 
elle utilis�ees'en d�eduit du fait que In(ia) = (�i)nJn(�a) = inJn(a) [1, 9.6.3℄. Ainsi nous �etablissonseaxebx = 2 1Xn=0 0In(a+ b)Tn(x) = e(a+b)x
e qui est plutôt rassurant.3.4.2 Int�egration des s�eries de ChebyshevDe la formule de 
hangement de base (3.30) de la proposition 18 nous tirons uneformule d'int�egration que nous pr�esentons dans laProposition 29Si la suite f
ng est �a d�e
roissan
e g�eom�etrique alorsZ 1Xn=0 0
nTn(x) = K + 1Xn=0 0�(
n)Tn(x) (3.48)o�u K est une 
onstante.Ce r�esultat dont nous donnerons une autre appli
ation dans le 
hapitre suivant, nousfournit un outil pour �etablir les s�eries de Chebyshev de fon
tions �el�ementaires primitivesde fon
tions au d�eveloppement de Chebyshev 
onnu. En parti
ulier, nous pouvons int�egrerles fra
tions rationnelles pour obtenir des d�eveloppements de logarithmes. Ainsi on pourrav�eri�er que Z 1Xn=0 0anTn = K + a� a�12 1Xn=1 ann Tn
e qui nous permet d'�etablir que, pour b > 1 et 
 = w�(b),log(b� x) = K + 1Xn=1 
nn Tn ; (3.49)la 
onstante K �etant d�etermin�ee par une valeur parti
uli�ere du logarithme.92



3.4 Autres propri�et�es3.4.3 D�erivation dans la base de ChebyshevPour d�eriver les s�eries de Chebyshev nous avons pris le parti de 
hanger de type des�eries. Nous pouvons n�eanmoins exprimer la d�eriv�ee d'une s�erie de Chebyshev sous formed'une autre s�erie de Chebyshev, moyennant 
ertaines 
onditions de 
onvergen
e. Commele produit de s�eries, 
ette op�eration n'est alors pas une op�eration formelle sur les s�eries.Le r�esultat donn�e dans la proposition qui suit peut être trouv�ee dans [9, p. 68℄.Proposition 30Si la suite f
ng est �a d�e
roissan
e g�eom�etrique alorsddx 1Xn=0 0
nTn(x) = 1Xn=0 00B� 1Xk=n+1k+n impair 2k
k1CATn(x) :Exemple 8 V�eri�ons la formule (3.43) grâ
e �a la proposition 30. Ainsi1(b� x)2 = ddx 1b� x= 4
�1 � 
 ddx 1Xn=0 0
n Tn(x)= 4
�1 � 
 1Xn=0 00B� 1Xk=n+1k+n impair 2k
k1CATn(x) :Et nous 
al
ulons le terme g�en�eral de la s�erie de Chebyshev qui pr�e
�ede1Xk=n+1k+n impair k
k = 1Xk=0(2k + n+ 1)
2k+n+1= 
n+1 2 1Xk=0 k
2k + (n+ 1) 1Xk=0 
2k!= 
n+1� 2
2(1� 
2)2 + n+ 11� 
2�= 
(1� 
2)2 ��(
2 + 1) + n(
2 � 1� 
n
e qui est 
onforme �a la formule (3.43).Insistons sur le 
ara
t�ere non formel de la d�erivation dans la base de Chebyshev, puisque
'est lui qui nous a in
it�e �a 
her
her une autre voie en utilisant les bases de polynômes deChebyshev d�eriv�es et qui nous a don
 
onduit au s
h�ema g�en�eral.3.4.4 Composition de polynômes de ChebyshevLa derni�ere propri�et�e des polynômes de Chebyshev que nous allons pr�esenter provientde leur "nature trigonom�etrique" et non de leur "nature hyperg�eom�etrique".93



Chap. 3 : S�eries de Chebyshev et �equations di��erentiellesProposition 31Pour tout n et m entiers et pour tout x 
omplexe, nous avonsTn(Tm(x)) = Tm(Tn(x)) = Tnm(x) :D�emonstration :Pour x 2 [�1; 1℄,Tn(Tm(x)) = 
os(n ar

os(
os(m ar

os(x))) = 
os(nm ar

os(x)) = Tnm(x)Les polynômes Tn(Tm(x)) et Tnm(x) 
o��n
idant pour une in�nit�e de valeurs, ils sont �egauxsur C . Les rôles de n et m sont sym�etriques puisqu'il 
ommutent dans l'indi
e de Tnm 
e qui�etablit l'�egalit�e Tm(Tn(x)) = Tnm(x). 2Exemple 9 La formule (3.45) 
ombin�ee �a la propri�et�e de 
omposition nous permet d'�e
ri-re d'une part 1b2 � x2 = 1b2 � 12 � 12(2x2 � 1)= 2T2(b)� T2(x)= 8~
1� ~
2 1Xn=0 0~
n Tn (T2(x)) ~
 = w� (T2(b))= 8~
1� ~
2 1Xn=0 0~
n T2n(x) :Mais d'autre part, en remarquant que si w(
) = b alors w(�
) = �b, l'utilisation de laformule (3.47) ave
 
1 = 
 et 
2 = �
 nous donne1b2 � x2 = �1(b� x)(�b� x)= � �8
2(�
2 � 1)2
 1Xn=0 0 � 

2 � 1
n � �

2 � 1(�
)n� Tn(x)= 4
21� 
4 1Xn=0 0 (
n + (�
)n) Tn(x)= 8
21� 
4 1Xn=0 0(
2)n T2n(x) :Les deux d�eveloppements en s�erie de Chebyshev de 1b2�x2 sont identiques sous r�eserve quenous montrions l'�egalit�e ~
 = 
2. Orw(
2) = T2(w(
)) (proposition 3.15)= T2(b)mais 
omme 
 est de module stri
tement inf�erieur �a 1, 
2 l'est aussi don
 
2 = w� (T2(b))
e qui implique l'�egalit�e 
her
h�ee. 94



3.5 Con
lusion3.5 Con
lusionCe 
hapitre a permis d'appliquer aux s�eries de Chebyshev les r�esultats vus pour less�eries orthogonales formelles mais en les validant du point de vue analytique. L'existen
ede la r�e
urren
e de Chebyshev �etant fond�ee, nous allons pouvoir l'�etudier.
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Chapitre 4Etude de la r�e
urren
e deChebyshevDans le 
hapitre pr�e
�edent nous avons vu 
omment �etablir une �equation aux di��eren
esv�eri��ees par les 
oeÆ
ients de Chebyshev d'une fon
tion solution d'une �equation di��erentielleholonome. Le prolongement logique de 
ette 
onstru
tion est la re
her
he des solutions de
ette �equation. Cela sera le but du 
hapitre suivant. Entre les deux, nous allons �etudierla r�e
urren
e de Chebyshev pour elle-même, 
'est-�a-dire �etudier sa stru
ture et diversesmanipulations qu'on peut e�e
tuer sur elle. Cette �etude aura d'ailleurs des impli
ationsdans la re
her
he et l'�etude des solutions.Dans 
e 
hapitre, L d�esigne toujours l'op�erateur di��erentiel holonome g�en�eriqueL = rXk=0 pk(x) dkdxk (4.1)auquel nous asso
ions d'une part une �equation holonome g�en�erique Ly = q et d'autre part,suivant les r�esultats de la proposition 19, l'op�erateur aux di��eren
esL = rXk=0 pk(Xr)�r�k : (4.2)L'op�erateur L est 
onstruit �a l'aide d'op�erateurs �el�ementaires dont nous rappellons laforme � = E�1 � E2n ; (4.3)X0 = E�1 + E2 ; (4.4)Xk = (n+ k)E + (n� k)E�12n : (4.5)Dans les �egalit�es pr�e
�edentes ainsi que dans le reste de 
e 
hapitre et du m�emoire, l'op�erateurde d�e
alage E agit sauf indi
ation 
ontraire sur la variable n.97



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshev4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de Chebyshev4.1.1 Remarques pr�eliminaires sur la r�e
urren
e de ChebyshevNous allons faire quelques remarques tr�es �el�ementaires et 
ommen�
er par �enon
er untruisme : l'op�erateur L est un �el�ement de l'alg�ebre d'op�erateurs aux di��eren
es engendr�eepar les op�erateurs � et Xk (k = 0 : : : r). Puisque nous avons la relation suivante (surlaquelle nous reviendrons plus bas) Xk = X0 � k� (4.6)nous pouvons aÆrmer que l'op�erateur L est un �el�ement de l'alg�ebre d'op�erateurs auxdi��eren
es engendr�ee par � et X0. Appelons A 
ette alg�ebre. Nous 
ondensons un 
ertainnombre de propri�et�es �el�ementaires de l'alg�ebre A dans laProposition 32Tout �el�ement de A s'�e
rit sous la formek0Xk=�k0 ak(n)Ek (4.7)o�u1. k0 est un entier naturel,2. ak(n) est une fra
tion rationnelle (suppos�ee r�eduite) dont le d�enominateur atoutes ses ra
ines enti�eres,3. pour tout k, nous avons ak(�n) = a�k(n).D�emonstration :La d�emonstration se fait par indu
tion sur la 
onstru
tion des op�erateurs. Pour �eviter les redites,nous dirons qu'un op�erateur aux di��eren
es qui s'�e
rit 
omme (4.7) et qui v�eri�e les propri�et�es1, 2 et 3, v�eri�e la propri�et�e P. Visiblement la propri�et�e P est v�eri��ee par l'op�erateur I d'identit�eainsi que les op�erateurs � et X0. Il est aussi tr�es fa
ile de 
onstater que la 
ombinaison lin�eairede deux op�erateurs v�eri�ant la propri�et�e P est un op�erateur qui v�eri�e la propri�et�e P. Il noussuÆt alors de montrer que pour tout op�erateur A de la forme (4.7) v�eri�ant la propri�et�e P lesop�erateurs X0A et �A la v�eri�ent aussi. Pour 
ela nous �e
rivonsX0A = E�1 + E2 1Xk=�1ak(n)Ek= 12  1Xk=�1 ak(n� 1)2 Ek�1 + 1Xk=�1 ak(n+ 1)2 Ek+1!= 1Xk=�1�ak+1(n� 1) + ak�1(n+ 1)2 �| {z }a0k(n) Ek= k0+1Xk=�(k0+1) a0k(n)Ek: 98



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de ChebyshevAinsi X0A v�eri�e visiblement la propri�et�e 1 ainsi que la propri�et�e 2 puisque, par 
onstru
tion,le d�enominateur de a0k(n) n'a que des ra
ines enti�eres. Et il reste �a v�eri�er quea0k(�n) = ak+1(�n� 1) + ak�1(�n+ 1)2= a�k�1(n+ 1) + a�k+1(n� 1)2= a0�k(n) :pour montrer la 
onservation de la propri�et�e P.De la même mani�ere, les 
al
uls�A = E�1 � E2n 1Xk=�1ak(n)Ek= 1Xk=�1 ak(n� 1)2n Ek�1 � 1Xk=�1 ak(n+ 1)2n E= 1Xk=�1�ak+1(n� 1)2n � ak�1(n+ 1)2n �| {z }a00k(n) Ek= k0+1Xk�(k0+1) a00k(n)Eket est 
onserv�ee a00k(�n) = ak+1(�n� 1)�2n � ak�1(�n+ 1)�2n= �a�k+1(n+ 1)2n + a�k+1(n� 1)2n= a00�k(n) :nous montre que la propri�et�e P est 
onserv�ee.Ainsi par 
onstru
tion, tout �el�ement de A v�eri�era-t-il la propri�et�e P. 2Cette proposition pr�e
ise don
 un peu la stru
ture de l'op�erateur L pour lequel nousdonnons de plus une borne pour l'entier k0 apparaissant dans (4.7). En e�et, d'apr�es lespropri�et�es des op�erateurs aux di��eren
es vues au 
hapitre 1 et 
onstatant que d+(�) =d+(Xr) = 1 et d�(�) = d�(Xr) = �1, nous pouvons �e
rired+(L) � rmaxk=0 (d+(pk(Xr)�r�k))� r + rmaxk=0 (deg(pk)� k) : (4.8)De la même fa�
on, nous obtenonsd�(L) � r + rmaxk=0 (deg(pk)� k) : (4.9)99



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevD�e�nition 11A l'op�erateur holonome L d�e�ni par (4.1) nous asso
ions la quantit�eext(L) = r + rmaxk=0 (deg(pk)� k)que nous appelons extension de l'op�erateur L et de l'op�erateur aux di��eren
es Lasso
i�e.Alors si nous posons e = ext(L), nous pouvons �e
rireL = eXk=�e lk(n)Ek : (4.10)Il nous faudra quelques propri�et�es suppl�ementaires pour montrer que e et �e sont exa
te-ment et respe
tivement le degr�e et la valuation de l'op�erateur L i.e. que le et l�e ne sontpas identiquement nuls ; l'un impliquant d'ailleurs l'autre. Nous �etablirons 
ela plus bas.4.1.2 Propri�et�es des op�erateurs �el�ementairesLa formule (4.6) relie tous les op�erateurs Xk �a l'op�erateur X0. La proposition suivante�etablit un ensemble de relations entre les op�erateurs Xk et �Proposition 33Pour tous k, k1 et k2 entiers, nous avons les formules suivantesXk1 = Xk2 � (k1 � k2)� ; (4.11)X1 = 1nX0n ; (4.12)Xk+1� = �Xk : (4.13)Les deux derni�eres formules se g�en�eralisent pour tout polynôme p parp(X1) = 1np(X0)n ; (4.14)p(Xk+1)� = �p(Xk) : (4.15)D�emonstration :La premi�ere formule est imm�ediate. Pour la se
onde, il suÆt de remarquer que�E + E�1�n = (n+ 1)E + (n� 1)E�1 :Alors en divisant par 2n 
haque membre de 
ette �egalit�e, nous obtenons la formule (4.12). Parailleurs, nous avons Xk1 = ( 1nX0n)( 1nX0n) : : : ( 1nX0n)| {z }k fois = 1nXk0net don
 par lin�earit�e nous obtenons la formule (4.14). En utilisant la formule (4.12) et lad�e�nition de � nous �etablissons queX1� = 1nX0n E�1 � E2n = 1n E�1 +E2 E�1 � E2 :100



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de ChebyshevNous pouvons permuter les deux op�erateurs �a 
oeÆ
ients 
onstants et obtenirX1� = 1n E�1 � E2 E�1 + E2 = �X0
e qui montre la formule (4.13) pour k = 1. La g�en�eralisation est imm�ediate grâ
e �a la formule(4.11) Xk+1� = (X1 � k�)� = �X0 � k�2= �(X0 � k�) = �Xk :La d�emonstration de (4.15) est identique �a 
elle donn�ee plus haut pour (4.14). 2Les relations �etablies pr�e
�edemment pour les op�erateurs �el�ementaires l'ont �et�e sans 
onsid�erationdu lien entre 
es op�erateurs et les op�erations sur des s�eries de Chebyshev. Nous allons don
interpr�eter les r�esultats de la proposition 33 en termes d'op�erations sur les s�eries. Ainsien utilisant l'�egalit�e x ddx = ddxx� 1 et en appliquant 
ha
un de ses membres sur la mêmes�erie, nous obtenons d'une partx ddx 1Xn=k 
nT (k)n = x 1Xn=k+1 
nT (k+1)n = 1Xn=k+1Xk+1(
n)T (k+1)net d'autre part� ddxx� 1� 1Xn=k 
nT (k)n = ddx 1Xn=kXk(
n)T (k)n � 1Xn=k 
nT (k)n= 1Xn=k+1Xk(
n)T (k+1)n � 1Xn=k+1�(
n)T (k+1)n= 1Xn=k+1 [Xk ��℄(
n)T (k+1)n
e qui montre la formule (4.11) pour k2 = k + 1 et k1 = k. La formule (4.12) se retrouveen 
onsid�erant la multipli
ation par x d'une s�erie de Chebyshev suivie ou pr�e
�ed�ee d'un
hangement de base. D'une premi�ere mani�ere nous 
al
ulonsx 1Xn=k 
nT (k)n = 1Xn=kXk(
n)T (k)n = 1Xn=k+1�Xk(
n)T (k+1)net alternativementx 1Xn=k 
nT (k)n = 1Xn=k+1�(
n)T (k+1)n = 1Xn=k+1Xk+1�(
n)T (k+1)n :Une premi�ere appli
ation des formules donn�ees par la proposition 33 est l'expli
itationde la r�e
urren
e de Chebyshev dans le 
as d'un op�erateur di��erentiel d'ordre 1.101



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevProposition 34Supposons que l'op�erateur L soit d'ordre 1. Nous posons e = ext(L). Les polynômesp1 et p0 qui d�e�nissent L s'�e
rivent dans la base de Chebyshevp1(x) = eXk=0 0�kTk(x) et p0(x) = e�1Xk=0 0�kTk(x)ave
 les 
onventions habituelles pour les indi
es n�egatifs. Alors l'op�erateur L asso
i�e�a L s'�e
rit expli
itementL = 12n eXk=�e�n�k + �k+1 � �k�12 + k�k�Ek : (4.16)D�emonstration :Suivant notre s
h�ema g�en�eral, nous avonsL = p1(X1) + p0(X1)� :D'apr�es les r�esultats (4.14) et (4.15) de la proposition (33) nous transformons l'op�erateur
omme suit L = 1np1(X0)n+�p0(X0) :Cette forme est int�eressante 
ar nous savons expli
iter les polynômes en X0 
omme nousl'avons fait pour les fra
tions rationnelles. AinsiL = 1n  12 eXk=�e�kEk!n+ E�1 � E2n  12 e�1Xk=�e+1�kEk!= 12n eXk=�e�(n+ k)�kEk +��k+1 � �k�12 �Ek� :Un regroupement des termes nous donne le r�esultat �enon
�e. 24.1.3 Un regard nouveau sur d'autres m�ethodesDiverses m�ethodes existent pour g�en�erer les r�e
urren
es v�eri��ees par les 
oeÆ
ients deChebyshev solutions de l'�equation di��erentielle holonome Ly = q. Nous allons les pr�esenteret les 
omparer �a notre s
h�ema g�en�eral �a la lumi�ere du formalisme que nous avons introduit.La m�ethode de ClenshawLa m�ethode de Clenshaw [12℄ repose sur l'id�ee d'asso
ier �a 
haque d�eriv�ee de y unes�erie de Chebyshev, soit y(k) = 1Xn=0 0
(k)n Tn(x)102



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de Chebyshevpour k allant de 0 �a r. De 
ette fa�
on, on n'introduit pas d'autre type de s�eries que less�eries en Tn. La m�ethode pour multiplier les s�eries de Chebyshev pour un polynôme est lamême que 
elle que nous avons pr�esent�ee, 
'est-�a-dire que nous avonsL 1Xn=0 0
(0)n Tn(x)! = 1Xn=0 0 rXk=0 pk(X0)
(k)n !Tn(x) : (4.17)Par ailleurs, les di��erentes suites sont li�ees par les relations
(k)n = 
(k+1)n�1 � 
(k+1)n+12n ; k = 1 : : :1 : (4.18)Clenshaw obtient alors un syst�eme que nous pouvons �e
rire ave
 nos notations8>><>>: rXk=0 pk(X0)
(k)n = qn ;
(k)n = �
(k+1)n ; k = 0::r � 1 :o�u qn est le n-i�eme 
oeÆ
ient de Chebyshev de q. Elliot [21℄ a �etendu 
ette m�ethode auxs�eries en polynômes de Gegenbauer et obtient pour 
elles-
i un syst�eme similaire. Faisons
e que Clenshaw �a �eviter de faire : introduisons des s�eries en d�eriv�ees de polynômes deChebyshev. Il vient �a l'aide de l'op�erateur de 
hangement de baseL 1Xn=0 0
nTn(x)! =Xn=q rXk=0�rpk(X0)
(k)n !T (r)n (x) :Or la formule (4.13) de la proposition 33 entrâ�ne que �rpk(X0) = pk(Xr)�r et grâ
e auxrelations (4.18) nous avons �r
(k)n = �r�k
(0)n . En reportant dans l'�egalit�e 
i-dessus 
esdeux transformations nous obtenons l'�egalit�e suivanteL 1Xn=0 0
nTn(x)! = 1Xn=r rXk=0 pk(Xr)�r�k
n!T (r)n (x)dans laquelle nous re
onnaissons l'op�erateur asso
i�e �a r�e
urren
e de Chebyshev telle quenous l'avons d�e�nie. L'avantage de notre appro
he est de n'introduire qu'une seule suite de
oeÆ
ients. La m�ethode de Clenshaw, quoiqu' utilis�ee par 
elui-
i pour un 
al
ul e�e
tifde s�eries de Chebyshev et �etablir des tables de valeurs, reste n�eanmoins d�eli
ate �a manierdans le 
as g�en�eral. Des remarques �a 
e sujet se trouvent dans un papier d'Olaefe [48℄ etles livres de Fox [25℄ et Wimp [62℄.Variante du s
h�ema g�en�eralNous savons d'apr�es le lemme 1 que l'op�erateur di��erentiel L peut s'�e
rire sous la formeL = rXk=0 dkdxk �pk(x) :103



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevSi nous appliquons sous 
ette forme l'op�erateur �a une s�erie de Chebyshev, nous obtenons,en vertu des op�erations �el�ementaires d�e�nies dans la proposition 18,L 1Xn=0 0
nTn! = rXk=0 dkdxk  �pk(x) 1Xn=0 0
nTn!= rXk=0 dkdxk  1Xn=0 0�pk(X0)(
n)Tn!= rXk=0 1Xn=k 0�pk(X0)(
n)T (k)n != 1Xn=r �L(
n)T (r)n (4.19)o�u nous avons pos�e �L = rXk=0�r�k�pk(X0) : (4.20)Ave
 les mêmes arguments que pour le s
h�ema g�en�eral, on montre que la formule (4.19)est analytiquement 
orre
te si 
n est �a d�e
roissan
e g�eom�etrique. Grâ
e �a 
ette 
onver-gen
e pour toute suite de 
oeÆ
ients �a d�e
roissan
e g�eom�etrique et �a l'orthogonalit�e despolynômes T (r)n , nous pourrions montrer l'�egalit�e formelle des op�erateurs L et �L, qui sont�a 
oeÆ
ients fra
tions rationnelles, par des arguments d'interpolation. N�eanmoins nouspr�ef�erons une d�emonstration plus dire
te - et que nous pensons plus �el�egante - fond�ee surles propri�et�es des op�erateurs �el�ementaires. Pour 
ela, donnons le lemme suivantLemme 5Soit X = Xk pour k entier quel
onque. Alors, pour tout polynôme p, nous avonsp(X) = p(X +�)��p0(X +�) = p(X +�)� p0(X)� : (4.21)D�emonstration :Montrons par r�e
urren
e 
e r�esultat pour p(x) = xn. Pour p(x) = x0 = 1, le r�esultat esttrivialement vrai. Supposons le r�esultat vrai pour au rang n, alorsXn+1 = XXn= X((X +�)n � nXn�1�)= (X +�)(X +�)n ��(X +�)n � nXn�= (X +�)n+1 �Xn�� nXn�= (X +�)n+1 � (n+ 1)Xn� :La propri�et�e est don
 vraie au rang n+ 1. Et par lin�earit�e, elle est vraie pour tout polynômep. 2Le lemme 5 est valable pour X = Xk quel
onque, don
 la formule (4.21) reste valide si l'onsubstitue X +� �a X. De 
e fait nous pouvons r�eit�erer le pro
�ed�e et obtenirp(X) = p(X +�)��p0(X +�)= p(X + 2�)��p0(X + 2�)��(p0(X + 2�)��p00(X + 2�)= p(X + 2�)� 2p0(X + 2�) +�2p00(X + 2�)104



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de Chebyshevet plus g�en�eralement nous avons la formule1p(X) = kXl=0(�1)lC lk�(k�l)p(k�l)(X + k�) : (4.22)Pour l'utilisation que nous allons en faire nous prenons X = Xr et de 
e fait, d'apr�es laformule (4.11), X + k� = Xr�k. Alors nous �e
rivonsL = rXk=0 pk(Xr)�r�k= rXk=0 " kXl=0(�1)lC lk�k�lp(k�l)k (Xr�k)#�r�k= rXk=0 " kXl=0(�1)lC lk�k�l�r�kp(k�l)k (X0)#= rXl=0 " rXk=l(�1)lC lk�k�l�r�kp(k�l)k (X0)#= rXl=0 �r�l " rXk=l(�1)lC lkp(k�l)k (X0)#= rXl=0 �r�l�pl(X0)= �L :Ce qui �etablit le r�esultat annon
�e. La d�emonstration ne d�epend que de propri�et�es liantles di��erents op�erateurs et non de la nature de leurs 
oeÆ
ients 
omme dans l'autred�emonstration que nous avons �evoqu�ee. Or nous pensons que 
ette d�emonstration s'ap-plique dans le 
as d'autres s�eries, non n�e
essairement de polynômes, pour lesquelles les
oeÆ
ients des op�erateurs �el�ementaires seraient moins simples que des fra
tions ration-nelles. Ce
i explique, en plus de l'appr�e
iation esth�etique personnelle, le 
hoix de 
etted�emonstration plutôt qu'une autre.Petite digressionLa propri�et�e �enon
�ee dans le lemme 5 entrâ�ne la suivante[p(X);�℄ = p0(X)[X;�℄ (4.23)o�u le 
ro
het est le 
ro
het de Lie d�e�ni par [A;B℄ = AB � BA. En e�et multiplions �adroite par � l'�egalit�e (4.21), nous obtenonsp(X)� = p(X +�)�� p0(X)�21Cette formule se r�e�e
rit de mani�ere 
ondens�ee mais un peu abusive sous la formep(X) = �1�� ddx�k p(X + k�) :105



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshev= �p(X) + p0(X)[X;�℄puisque [X;�℄ = ��2. L'�egalit�e (4.23) s'en suit. Ce r�esultat rappelle une propri�et�e g�en�eraledes alg�ebres de Lie que nous donnons dans le lemme suivant.Lemme 6Soient A et B deux �el�ements de A v�eri�ant[A; [A;B℄℄ = 0 (4.24)alors pour tout polynôme p on a[p(A); B℄ = p0(A) [A;B℄ : (4.25)D�emonstration :L�a en
ore, il suÆt de montrer le r�esultat pour p(x) = xn. Le r�esultat pour p(x) quel
onques'en d�eduira par lin�earit�e. Pour p 
onstant, p(A) est proportionnel �a l'unit�e don
 le membrede gau
he dans (4.25) est nul 
omme l'est �evidemment le membre de droite. Maintenantsupposons que la propri�et�e soit vraie pour p(x) = xn et montrons qu'elle l'est alors pourp(x) = xn+1. [An+1; B℄ = An+1B + (�ABAn +ABAn)�BAn+1= A[An; B℄ + [A;B℄An :Or, par l'hypoth�ese (4.24), [A;B℄ 
ommute ave
 A don
 ave
 An, 
e qui permet d'�e
rire enutilisant l'hypoth�ese de r�e
urren
e[An+1; B℄ = A(nAn�1[A;B℄) +An[A;B℄ = (n+ 1)An[A;B℄ :Ce que nous voulions montrer. 2Et 
e lemme s'applique �a nos op�erateurs puisque[�;X℄ = �2 ) [�; [�;X℄ = 0 :Ainsi nous avons la propri�et�e suivante pour tout polynôme p[p(�);X℄ = p0(�)[�;X℄ = p0(�)�2 :Nous n'avons pas trouv�e d'appli
ation imm�ediate �a 
ette propri�et�e mais nous la 
onsignonsn�eanmoins i
i ave
 l'espoir de lui en trouver une.O�u l'on retrouve la m�ethode de Fox ...Fox et Parker [25℄ ont propos�e une autre m�ethode pour g�en�erer une r�e
urren
e v�eri��eepar les 
oeÆ
ients de Chebyshev d'une solution d'�equation di��erentielle holonome. Maisa�n d'�eviter d'introduire des suites auxiliaires 
omme dans la m�ethode de Clenshaw,ils transforment l'�equation di��erentielle en �equation int�egrale par int�egrations par par-ties su

essives. Le nombre d'int�egrations est �egal �a l'ordre de l'�equation di��erentielle.L'int�egration des s�eries de Chebyshev est e�e
tu�ee grâ
e au r�esultat de la proposition106



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de Chebyshev29 que nous avons donn�ee dans le 
hapitre pr�e
�edent. Geddes [27℄ qui a impl�ement�e lam�ethode de Fox donne une forme expli
ite de la transformation pour un ordre quel
onque.Nous retrouvons 
ette formule et don
 le r�esultat de Fox en int�egrant la forme duale del'op�erateur L donn�ee dans le lemme 1. Nous avons ainsiZ r::Z Ly = rXk=0 Z k::Z �pky + a0 + a1x+ � � � + ar�1xr�1 (4.26)o�u les ak sont des 
onstantes d'int�egration. De 
ette mani�ere, nous obtenonsZ r::Z L 1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=q " rXk=0�r�k�pk(X0)#(
n)Tn + a0 + � � �+ ar�1xr�1 : (4.27)En int�egration le se
ond membre q de l'�equation �e
rit dans la base de Chebyshev ave
 les
oeÆ
ients qn Z r::Z q = rXk=0�r(qn)Tn + b0 + � � �+ br�1xr�1et en identi�ant les 
oeÆ
ients dans les s�eries �a partir du rang r nous obtenons la r�e
urren
erXk=0 h�r�k�pk(X0)i(
n) = �r(qn) ; n � r :L'op�erateur aux di��eren
es au premier membre est 
elui de la r�e
urren
e de Chebyshev
omme nous l'avons d�emontr�e plus haut et il est fa
ile de voir que les 
oeÆ
ients au se
ondmembre sont 
eux de q d�evelopp�e dans la base T (r)n . Ainsi, la r�e
urren
e 
i-dessus est lar�e
urren
e de Chebyshev telle que nous l'avons 
onstruite. N�eanmoins, la m�ethode de Fox�elude un probl�eme de l'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel �a une s�erie de Chebyshev(ou autre), probl�eme qui a bien d'autres appli
ations que la 
onstru
tion de r�e
urren
es.De plus, le passage de l'�equation di��erentielle �a l'�equation int�egrale a un 
oût de 
al
ulqui peut devenir important si l'�equation initiale 
ontient des quantit�es symboliques. En�n,
ette m�ethode ne prend pas en 
ompte la relation de stru
ture.... et l'appro
he par produit s
alaireAppliquons aux 
oeÆ
ients de Chebyshev, la m�ethode de 
onstru
tion de r�e
urren
esbas�ee sur le produit s
alaire vue au 
hapitre 1. Les �el�ements d�eterminant les polynômesde Chebyshev, i.e. �(x) = x2 � 1 et �(x) = x, nous permettent d'�etablir que�n = n2 :Alors dans le 
as Chebyshev l'op�erateur S d�e�ni en (1.39) vautS = 1n2r = 1n2 �n2 (E�1 � E)� = E�1 � E2n = �et la r�e
urren
e engendr�ee suivant la formule (1.48) et v�eri��ee par les 
oeÆ
ients de Che-byshev 
n(�) d'une solution � de Ly = q, est don
rXk=0�r�k�pk(X0)
n(�) = �r
n(q) :107



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevComme nous l'avons dit plus haut, 
ette m�ethode est 
elle donn�e par Paszkowski. Maissurtout, nous re
onnaissons la r�e
urren
e telle qu'elle est 
onstruite par la variante dus
h�ema g�en�erale ou la m�ethode de Fox.Ainsi, les di��erentes m�ethodes que nous avons pr�esent�ees aboutissent �a la r�e
urren
ede Chebyshev. L'avantage de notre m�ethode pour g�en�erer la r�e
urren
e de Chebyshevest qu'elle ne n�e
essite pas de transformation pr�ealable de l'�equation et surtout qu'elles'ins
rit dans un 
adre plus g�en�eral tant au niveau des types de s�eries qu'elle manipulequ'au niveau des appli
ations que nous pouvons en tirer.4.1.4 Forme polynomiale de la r�e
urren
e de ChebyshevPour le moment, nous avons montr�e que l'op�erateur L asso
i�e �a la r�e
urren
e de Che-byshev est un op�erateur �a 
oeÆ
ients rationnels pr�esentant une 
ertaine sym�etrie de 
o-eÆ
ients. Un op�erateur �a 
oeÆ
ients rationnels peut toujours se ramener �a un op�erateur�a 
oeÆ
ients polynômiaux par multipli
ation par un polynôme ad ho
. Dans le 
as del'op�erateur L, nous nous ramenons �a un op�erateur �a 
oeÆ
ients polynômiaux par multi-pli
ation par un polynôme qui ne d�epend que de l'ordre de l'op�erateur di��erentiel L quiengrendre L. Pour �etablir 
e fait, nous allons utiliser la forme duale de L donn�ee par (4.20)que nous rappelons i
i rXk=0�r�k�pk(X0) : (4.28)L'int�erêt de 
ette �e
riture est que, l'op�erateur X0 �etant �a 
oeÆ
ients 
onstants, seull'op�erateurs � introduit la variable n dans l'op�erateur aux di��eren
es. Aussi est-
e laforme des puissan
es de � qui va d�eterminer la stru
ture rationnelle des 
oeÆ
ients. Laproposition qui suit va pr�e
iser les 
hoses.Proposition 35Pour tout entier k sup�erieur ou �egal �a 1, nous avons�k = kXl=�kSk;l(n)ElDk(n) (4.29)o�u Dk(n) = 2kn k�1Yu=1(n2 � u2)et o�u les Sk;l(n) sont des polynômes, nuls si k et l sont de parit�es oppos�ees ou sik < jlj, sinon d�e�nis parSk;l(n) = (�1)jCjk (n+ l) Yu2Ik;j(n� u) (4.30)ave
 j = k + l2 et Ik;j = f�k + 1; � � � ; k � 1gnf�j; � � � ;�j + kg :108



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de ChebyshevD�emonstration :Puisque D1(n) = 2n, nous pouvons �e
rire� = E�1 � ED1(n)et la proposition est vraie pour k = 1 ave
 S1;�1(n) = �S1;1(n) � 1. Supposons la propositionv�eri��ee au rang k, alorsDk+1(n)�k+1 = 2(n2 � k2) hDk(n)�ki�= 2(n2 � k2) kXl=�k Sk;l(n)� El�12(n+ l) � El+12(n+ l)�= k+1Xl=�k�1(n2 � k2)�Sk;l+1(n)n+ l + 1 � Sk;l�1(n)n+ l � 1�ElIl s'agit de montrer que la quantit�eAk+1;l(n) = (n2 � k2)�Sk;l+1(n)n+ l + 1 � Sk;l�1(n)n+ l � 1�est �egale �a Sk+1;l(n). Traitons d'abord les 
as de nullit�e : si k+1 et l sont de parit�es oppos�ees,il en est de même pour k et l + 1 et pour k et l � 1, don
 Sk;l+1(n) et Sk;l�1(n) sont nuls
e qui entrâ�ne la nullit�e de Sk+1;l(n) ; si k + 1 < jlj alors k < jl + 1j et k < jl � 1j don
Sk;l+1(n) = Sk;l�1(n) = 0 et Sk+1;l(n) = 0.Pour traiter le 
as o�u (4.30) s'applique, nous �e
rivons le polynôme Sk;l(n) sous la formeSk;l(n) = (�1)jCjk k�1Yu=�k+1(n� u)k�jYu=�j(n� u)
e qui 
lari�era les 
al
uls (�a d�efaut de les simpli�er). Posons j = k+1+l2 . Nous avons alorsk+(l�1)2 = j � 1 de sorte queAk+1;l(n) = (n2 � k2)0BBBBB�(�1)jCjk k�1Yu=�k+1(n� u)k�jYu=�j(n� u) � (�1)j�1Cj�1k k�1Yu=�k+1(n� u)k�j+1Yu=�j+1(n� u) 1CCCCCA= (�1)j kYu=�k(n� r)Cjk(n+ j) +Cj�1k (n+ j � k � 1)k+1�jYu=�j (n� u)109



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshevor Cjk(n+ j) + Cj�1k (n+ j � k � 1) = �Cjk + Cj�1k � (n+ j) � (k + 1)Cj�1k= Cjk+1(n+ j)� (k � j)Cjk+1= Cjk+1 (n+ 2j � k)| {z }n+ldon
 Ak+1;l(n) est bien �egal �a Sk+1;l(n) 
e qui montre la propri�et�e au rang k + 1 et a
h�evela d�emonstration. 2La d�emonstration qui pr�e
�ede est d'une parfaite in�el�egan
e mais nous n'en avons pastrouv�ee de moins lourde malgr�e notre 
onvi
tion qu'il en existe une.Puisque �r est la plus grande puissan
e de � apparaissant dans l'expression (4.28), leplus petit d�enominateur 
ommun des fra
tions rationnelles 
oeÆ
ients de l'op�erateur L estdon
 Dr(n). Par 
ons�equent, nous transformons l'op�erateur L en op�erateur aux di��eren
es�a 
oeÆ
ients polynômiaux par multipli
ation par Dr(n). Posons don
L = Dr(n)L : (4.31)Soit k un entier positif et stri
tement inf�erieur �a r. Alors en appli
ation la propositionpr�e
�edente, nous �etablissons que l'op�erateurDr(n)�r�ka pour 
oeÆ
ients 2�k r�1Yu=r�k(n2 � u2) Sr�k;l(n) : (4.32)Il est fa
ile d'�etablir, d'apr�es l'expression (4.30), que le degr�e du polynôme Sk;l est k � 1et don
 que 
elui des 
oeÆ
ients (4.32) est2k + r � k � 1 = r + k � 1 : (4.33)Le degr�e des 
oeÆ
ients de Dr(n)�0 est le degr�e de Dr(n) et vaut don
 2r� 1, 
e qui estsup�erieur aux valeurs (4.33) quelque soit k. Ainsi, nous pouvons d�ej�a dire que l'op�erateurL est de la forme L = eXk=�e lk(n)Eko�u les 
oeÆ
ients lk(n) sont des polynômes de degr�es inf�erieurs ou �egaux �a 2r � 1. Parailleurs, nous avons lk(n) = Dr(n)lk(n) o�u les fra
tions lk(n) sont d�e�nies en (4.10)et v�eri�ent lk(�n) = l�k(n). Puisque Dr(n) est un polynôme impair, nous avons don
lk(�n) = �l�k(n).Il nous reste �a v�eri�er que l'op�erateur L est de degr�e exa
tement �egal �a e = ext(L).Cela revient �a d�emontrer que le 
oeÆ
ients le(n) est non identiquement nul. Pour 
ela,expli
itons le 
oeÆ
ient qui se trouve devant Ee dans L. Il n'est pas diÆ
ile de montrer que110



4.1 Cara
t�eristiques de la r�e
urren
e de Chebyshevnous pouvons d�e�nir la quantit�e ext(L) de la mani�ere �equivalente �a la d�e�nition premi�ere,par e = ext(L) = r + rmaxk=0 (deg(�pk)� k); :Cette �egalit�e peut se traduire par la s�erie d'in�egalit�esdeg(�pk) � e� r + kave
 au moins une �egalit�e. Notons �k le 
oeÆ
ient de Te�r+k dans le d�eveloppement de �pkdans la base de Chebyshev. D'apr�es les in�egalit�es 
i-dessus, �k est soit le 
oeÆ
ient de têtede �pk (dans la base de Chebyshev), soit nul ; et au moins l'un des �k est non nul. Dans le
as o�u �k est non nul, le 
oeÆ
ient dominant de l'op�erateur �pk(X0) est�k2 Ee�r+ket don
 
elui de Dr(n)�r�k�pk(X0) est2k�r�1�k rYu=k+1(n2 � u2)Sr�k;r�k(n)Ee�r+kEr�kd'o�u nous tirons le(n) = rXk=0 2k�r�1�k rYu=k+1(n2 � u2)Sr�k;r�k(n) :Comme le degr�e des polynômes fa
teurs des �k sont tous distin
ts et qu'au moins un des�k est non nul, le polynôme le(n) est don
 non identiquement nul. Et il en est de mêmepour l�e(n) d'apr�es la propri�et�e de sym�etrie.Nous 
ondensons alors les r�esultats pr�e
�edents dans laProposition 36L'op�erateur L d�e�ni par (4.31) s'�e
ritL = eXk=�e lk(n)Eko�u{ e = r + rmaxk=0 (deg(pk)� k),{ les lk sont des polynômes de degr�e 2r � 1,{ qui v�eri�ent lk(�n) = �l�k(n).Ainsi nous avons montr�e que l'on peut, dans le 
adre des s�eries de Chebyshev, asso-
ier un op�erateur aux di��eren
es �a 
oeÆ
ients polynômiaux �a un op�erateur di��erentielholonome quel
onque. Cela n'est pas sans rappeler le lien entre transformation de Mellinformelle et op�erateur di��erentiel dans le 
as de la manipulation des s�eries de Taylor. Lase
tion suivante va donner des �el�ements renfor�
ant 
ette analogie.111



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshev4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de ChebyshevDans 
ette se
tion nous allons utiliser de mani�ere r�e
urrente di��erents op�erateursdi��erentiels que nous introduisons i
i pour le reste de la se
tion�x = x ddx�x = (x2 � 1) ddx	k;x = (x2 � 1) ddx + (2k + 1)x�k;x = (x2 � 1) d2dx2 + (2k + 1)x ddxLorsqu'il n'y aura pas d' ambigu��t�e, la variable de d�erivation sera omise. Dans la se
tion,nous ferons usage �a plusieurs reprises de la transformation suivante2(Xu + Y v) = (X + Y )(u+ v) + (X � Y )(u� v) (4.34)o�u X, Y , u et v sont des r�eels (ou des 
omplexes) quel
onques.4.2.1 Fa
torisation des r�e
urren
es de ChebyshevLa m�ethode que nous avons pr�esent�ee permet de g�en�erer une r�e
urren
e v�eri��ee par les
oeÆ
ients de Chebyshev d'une solution d'�equation holonome en toute g�en�eralit�e. Cetteg�en�eralit�e se paie parfois par le fait que la r�e
urren
e obtenue n'est pas toujours minimale
'est-�a-dire qu'il existe une r�e
urren
e d'ordre inf�erieure v�eri��ee par les 
oeÆ
ients deChebyshev de toute solution. Lewanowi
z a d�evelopp�e dans une s�erie d'arti
les [37, 38,39, 40℄ une m�ethode pour g�en�erer la r�e
urren
e minimale v�eri��ee par les 
oeÆ
ients deJa
obi des solutions d'une �equation di��erentielle holonome. Nous allons montrer qu'ave
notre formalisme nous pouvons retrouver les r�e
urren
es minimales. Avant de 
ommen
er,signalons que si le s
h�ema g�en�eral ne donne pas toujours une r�e
urren
e minimale, il ladonne quand même presque toujours 
omme le montre la proposition suivante.Proposition 37Si le 
oeÆ
ient pr de l'op�erateur L (4.1) ne s'annule pas en �1 ni en 1 alors lar�e
urren
e g�en�er�ee par le s
h�ema g�en�eral est minimale.D�emonstration :Lewanowi
z a d�emontr�e [37℄ que la m�ethode de Pazkowski donne des r�e
urren
es minimalesdans sous les hypoth�eses �enon
�ees. Or nous avons montr�e plus haut l'�equivalen
e entre lam�ethode de Pazkowski et le s
h�ema g�en�eral. 2Ainsi, la non-minimalit�e apparâ�t dans un 
as limite 
'est-�a-dire quand l'�equationdi��erentielle originelle pr�esente des singularit�es aux extr�emit�es de l'intervalle [�1; 1℄. Celan'empê
he pas l'existen
e de solutions d�eveloppables en s�eries de Chebyshev mais la propo-sition 22 ne s'applique plus. On trouvera des r�esultats sur le 
omportement asymptotiquedes 
oeÆ
ients de Chebyshev de fon
tions pr�esentant des singularit�es �a 
es extr�emit�esdans un livre de J.P. Boyd [7℄. Nous renvoyons le le
teur �a 
ette r�ef�eren
e 
ar nous allonsmettre l'a

ent sur l'�etude de l'�equation di��erentielle (et la r�e
urren
e asso
i�ee) plutôt quesur ses solutions. Commen�
ons ave
 un exemple.112



4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de ChebyshevExemple 10 Consid�erons l'op�erateur di��erentielL = x(1� x2) d2dx2 � (1 + 2x� 2x3) ddx + (1 + x)et l'�equation di��erentielle homog�ene asso
i�ee Ly = 0. Cette �equation pr�esente des singu-larit�es (r�eguli�eres) en 0, �1 et 1. Elle entre en
ore moins dans le 
adre de la proposition22. Cependant nous 
onnaissons les solutions de 
ette �equation dont une estex 
os(p1� x2) :On peut v�eri�er que 
ette fon
tion est une fon
tion enti�ere dont le d�eveloppement en s�eriede Chebyshev est 1Xn=0 0 1n!Tn(x) ;don
 ave
 des 
oeÆ
ients plus que g�eom�etriquement d�e
roissants. Ces 
oeÆ
ients v�eri�entdon
 la r�e
urren
e 
onstruite par le s
h�ema g�en�eral �a savoir�X2(I�X22)� (I + 2X2 � 2X32)� + (I + X2)�2� (
n) = 0qui est d'ordre 8. La m�ethode de Lewanowi
z 
onstruit la r�e
urren
e(n� 2)
n�2 � (1� 3n+ n2)
n�1 + 2
n � (1 + 3n+ n2)
n+1 � (n+ 2)
n+2 = 0qui est d'ordre 4.Nous n'allons pas produire une analyse aussi �ne que 
elle de Lewanowi
z et nous nousrestreignons au 
as o�u pr est divisible par 1�x2. Le gain d'ordre que nous pouvons obtenirpar rapport au s
h�ema g�en�eral provient alors de l'utilisation de la relation de stru
ture etde l'�equation hyperg�eom�etrique pour les polynômes T (k)n .D�e�nition 12Nous d�e�nissons les op�erateurs suivantsNk = (n2 � k2)Irk = r� 2kX0 + k(k + 1)�pour k entier positif.Remarquons que r0 est �egal �a l'op�erateur r d�e�ni �a la proposition 25. La propositionsuivante g�en�eralise la proposition 25 et introduit une nouvelle s�erie d'op�erations sur less�eries de Chebyshev.Proposition 38Pour tout k � 0, nous avons les formules suivantes�k 1Xn=k 0
nT (k)n (x) = 1Xn=k 0Nk(
n)T (k)n (x) ; (4.35)� 1Xn=k 0
nT (k)n (x) = 1Xn=k 0rk(
n)T (k)n (x) : (4.36)113



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevD�emonstration :On v�eri�era �a l'aide des r�esultats �etablis pour les polynômes hyperg�eom�etriques que le polynômeT (k)n est solution de l'�equation(x2 � 1)y00 + (2k + 1)xy0 � (n2 � k2)y = 0
e que nous pouvons �e
rire �kT (k)n = (n2� k2)T (k)n . Appliquons l'op�erateur �k �a une s�erie enT (k)n et la formule (4.35) est �etablie.Pour 
haque valeur de k l'existen
e d'un op�erateur aux di��eren
es rk tel que la formule(4.36) soit vraie est d�emontr�ee 
omme 
as parti
ulier de la relation de stru
ture pour les s�eriesorthogonales 
lassiques (formule (1.29) de la proposition 12) puisque � = �(x) ddx . Il reste�a montrer que l'op�erateur rk est bien 
elui donn�e par la d�e�nition 12. Comme nous avonsmontr�e la formule (4.36) pour k = 0 dans la proposition 25, nous supposons k > 0. Nous�e
rivons alors � ddx 1Xn=k 0
nT (k)n (x) = � ddx�� 2x ddx� 1Xn=k 0
nT (k)n (x)
e qui se traduit en termes d'op�erateurs par1Xn=k+1 0rk+1(
n)T (k+1)n (x) = 1Xn=k+1 0 [rk � 2Xk+1℄ (
n)T (k+1)n (x) :Nous �etablissons don
 la re
urren
e rk+1 = rk � 2Xk+1 ave
 r0 = r. En tenant 
omptede la relation Xk = X0 � k�, on v�eri�e ais�ement que r� 2kX0 + k(k + 1)� est solution de
ette r�e
urren
e, 
e qui a
h�eve la d�emonstration. 2La proposition pr�e
�edente permet d'appliquer des op�erateurs di��erentiels d'ordre 2, les�k, ou d'ordre 1, �, tout en restant dans la base de d�epart. Ce
i permet \d'�e
onomiser"l'usage de l'op�erateur de 
hangement de base � que nous devrions utiliser pour suivre les
h�ema g�en�eral. Ce fait se 
on
r�etise par les formulesX2k+2 � I + (2k + 1)Xk+2� = �2Nk (4.37)X2k+1 � I = �rk : (4.38)Appliquons 
es r�esultats pour diminuer l'ordre des r�e
urren
es. Supposons que le polynômepr soit divisible par x2 � 1 et notons p1;r le quotient 
orrespondant. Nous pouvons alors�e
rire L = p1;r(x)� dr�1dxr�1 + r�1Xk=0 pk(x) dkdxkSi nous appliquons dire
tement le s
h�ema g�en�eral, nous obtenons l'op�erateur aux di��eren
esL = p1;r(Xr)(X2r � 1) + r�1Xk=0 pk(Xr)�r�ktandis que si nous utilisons la formule (4.36) nous obtenonsL 1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=r�1"p1;r(Xr�1)rr�1 + r�1Xk=0 pk(Xr�1)�r�1�k# (
n)T (r�1)n : (4.39)114



4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de ChebyshevL'ordre de l'op�erateur aux di��eren
es qui apparâ�t 
i-dessus est �egal �a l'ordre de L moins2. La formule (4.38) nous permet de v�eri�er queL = �"p1;r(Xr�1)rr�1 + r�1Xk=0 pk(Xr�1)�r�1�k# :Ainsi le gain d'ordre 
orrespond bien �a la mise en fa
teur d'un op�erateur de 
hangementde base.Supposons maintenant que l'op�erateur L soit au moins d'ordre 2 et que nous puissionsl'�e
rire sous la forme L = p2;r(x)�r�2 dr�2dxr�2 + r�2Xk=0 pk(x) dkdxk :A l'aide de la formule (4.35), nous obtenons alorsL 1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=r�2"p2;r(Xr�2)Nr�2 + r�2Xk=0 pk(Xr�2)�r�2�k#(
n) T (r�2)n : (4.40)Dans 
e 
as, nous abaissons l'ordre de l'op�erateur aux di��eren
es de 4 
e que nous retrou-vons dans la fa
torisation, utilisant la formule (4.37),L = �2 "p2;r(Xr�2)Nr�2 + r�2Xk=0 pk(Xr�2)�r�2�k# :Ainsi en alliant au s
h�ema g�en�eral l'usage d'op�erateurs parti
uliers issus des propri�et�es despolynômes hyperg�eom�etriques, pouvons diminuer l'ordre des r�e
urren
es asso
i�ees �a une�equation di��erentielle.Exemple 11 (suite de l'exemple 10).En r�eorganisant l'op�erateur L sous la formeL = x(1� x2) d2dx2 � (1 + 2x� 2x3) ddx + (1 + x)= �x�0 + (1 + 2x)� + (1 + x) ;il vient grâ
e aux formules (4.35) et (4.36)L 1Xn=0 0
nTn! = 1Xn=0 0 [�X0n2 + (1 + 2X0)r+ 1 + X0℄| {z }L1 (
n)Tn :Nous trouvons alorsL1(
n) = (n� 2)
n�2 � (1� 3n+ n2)
n�1 + 2
n � (1 + 3n+ n2)
n+1 � (n+ 2)
n+2
e qui 
orrespond �a la r�e
urren
e minimale de Lewanowi
z.115



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshev4.2.2 Inversion de la r�e
urren
e de ChebyshevNous avons 
ompar�e la 
onstru
tion de la r�e
urren
e de Chebyshev �a la transforma-tion de Mellin formelle. Seulement nous avons montr�e, dans le 
ontexte des s�eries deChebyshev, qu'�a une �equation di��erentielle 
orrespond une �equation r�e
urrente �a 
oeÆ-
ients polynômiaux, mais nous ne savons pas si �a une �equation r�e
urrente �a 
oeÆ
ientspolynômiaux 
orrespond une �equation di��erentielle de mani�ere aussi naturelle qu'existela transformation de Mellin inverse. Autrement dit, �a un op�erateur aux di��eren
es donn�e
orrespond-t-il une liste de polynômes pk tels que 
et op�erateur soit �egal (au moins �a unfa
teur rationnel pr�es) �a rXk=0 pk(Xr)�r�k ?Dans 
e qui suit, nous supposerons que l'op�erateur R est �a 
oeÆ
ients polynômiaux puis-qu'une r�e
urren
e de Chebyshev peut, d'apr�es la proposition 35, se ramener �a 
ette forme.Nous savons aussi que la r�e
urren
e de de Chebyshev v�eri�e des propri�et�es de sym�etriestelles que nous devons supposer pour que le probl�eme soit bien pos�e queR = eXk=�e rk(n)Ek ave
 rk(�n) = �r�k(n) : (4.41)Nous d�e
omposons 
haque polynôme rk en partie paire et impaire de la fa�
on suivante :r̂k(n2) = rk(n)� r�k(n)2 (partie paire)n�rk(n2) = rk(n) + r�k(n)2 (partie impaire)Il vient alorsR = eXk=0 0 hrk(n)Ek + r�k(n)E�ki= eXk=0 0 �(rk(n)� rk(�n)) Ek + E�k2 + (rk(n) + rk(�n)) Ek � E�k2 �= eXk=0 0 �2n�rk �n2�Tk �E + E�12 �+ 2r̂k �n2� E� E�12 Uk�1�E + E�12 ��= eXk=0 0 �2n�rk(n2)Tk (X0) + 2r̂k(n2)E� E�12 Uk�1 (X0)� :Le passage de la deuxi�eme �a la troisi�eme ligne utilise les propositions 15 et 17. En�n endivisant l'op�erateurR par n (nous devrions dire en toute rigueur : en 
omposant l'op�erateurR �a gau
he par l'op�erateur 1n I) nous formons un op�erateur qui se d�e
ompose de mani�ereimm�ediate en op�erateurs �el�ementaires relatifs aux s�eries12nR = eXk=0 0 ��rk(n2)Tk (X0)� ~rk(n2 � 1)�Uk�1 (X0)�116



4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de Chebyshevo�u ~rk est le polynôme d�e�ni par ~rk(x � 1) = r̂k(x). Nous voyons alors que l'op�erateurdi��erentiel R = eXk=0 0 � ddx�rk(�0)Tk(x)� r̂k(�1)Uk�1(x)� (4.42)est tel que, d'apr�es les r�esultats des propositions 18 et 38,R 1Xn=0 0bnTn! = 1Xn=1 12nR(bn)T 0n :Nous avons don
 
onstruit un op�erateur di��erentiel qui g�en�ere un op�erateur aux di��eren
esdonn�e. Or nous savons, d'apr�es la proposition 4.31, que l'op�erateur L de la r�e
urren
e deChebyshev asso
i�ee �a un op�erateur di��erentiel L se ram�ene via une multipli
ation par unpolynôme �a un op�erateur L du type (4.41). Nous pouvons don
 appliquer la m�ethode quenous venons de pr�esenter �a L pour lui asso
ier un op�erateur di��erentiel R. Une questionvient �a l'esprit : quel est le lien entre L et R ?Une petite d'adaptation de la formule (4.35) provenant du 
onstat que 	k ddx = �knous indique que 	k 1Xn=k+1 bnT (k+1)n = 1Xn=k(n2 � k2)bnT (k)n : (4.43)Alors en appliquant 
ette formule it�erativement, il vient	r�1 � � �	1L 1Xn=0 0bnTn! = 	r�1 � � �	1 1Xn=rL(bn)T (r)n= 1Xn=1 r�1Yk=1(n2 � k2)L(bn)T 0n= 1Xn=1 12rnL(bn)T 0n :Ainsi l'op�erateur R que l'on obtiendra par \inversion" de L estR = 2r�1	r�1 � � �	1L :Nous pourrons don
 re
onstituer L en �eliminant les fa
teurs �a gau
he.Dans le 
as d'un op�erateur d'ordre 1, nous avons dire
tement R = L. V�eri�ons 
e fait.L'op�erateur L est de la forme L = p1(x) ddx + p0(x) :Nous savons d'apr�es la proposition 34 que si les polynômes p0 et p1 s'�e
rivent dans la basede Chebyshev p1(x) = eXk=0 0�kTk(x) et p0(x) = e�1Xk=0 0�kTk(x)117



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshevalors L = eXk=�e(akn+ bk)Ekave
 ak = �k et bk = (�k+1 � �k�1)=2 + k�k. Nous avons alors �rk(n) = ak et r̂k(n) = bk,l'op�erateur R est don
 ddx eXk=0 0akTk(x)� e�1Xk=0 bk+1Uk(x) :Or on v�eri�e ais�ement quep0(x)� p01(x) = e�1Xk=0�bk�1 � bk+12 � k�k�Uk(x) :Don
 R = ddxp1(x) + p0(x)� p01(x), 
e qui �etablit l'�egalit�e entre L et R.Finssons ave
 un exemple.Exemple 12 Nous 
onsid�erons l'op�erateur L = d3dx3 � 1. L'op�erateur �a 
oeÆ
ients po-lynômiaux 
onstruit par le s
h�ema g�en�eral estL = �(n+ 1)(n+ 2)E�3 + 3(n� 1)(n+ 2)E�1 + 8(n� 2)(n� 1)n(n+ 1)(n+ 2)I�3(n� 2)(n+ 1)E + (n� 2)(n� 1)E3L'op�erateur di��erentiel R 
onstruit �a partir de L estR = 4(x2 � 1)2 d5dx5 + 40(x3 � x) d4dx4 + 20(4x2 � 1) d3dx3+4(x2 � 1)2 d2dx2 + 40(x� x3) ddx + 20(4x2 � 1)et on peut v�eri�er queR = 4�(x2 � 1) ddx + 5x��(x2 � 1) ddx + 3x�L
e qui �etait le r�esultat attendu.4.2.3 S�eries de Chebyshev HolonomesNous avons introduit, et largement utilis�e, la notion d'�equations di��erentielles holo-nomes. Mais on peut aussi d�e�nir les fon
tions holonomes 
omme �etant les fon
tions quiv�eri�ent une �equation di��erentielle holonome. Ces fon
tions ont la parti
ularit�e de formerune alg�ebre puisque que la somme et le produit de 2 fon
tions holonomes sont holonomes.Cette propri�et�e se d�emontre de mani�ere 
onstru
tive bas�ee sur l'�elimination de Gauss. Cefait 
onnu depuis le d�ebut du si�e
le �etait tomb�e un peu dans l'ombre du fait de l'impossi-bilit�e de pratiquer les 
al
uls �a la main mais a repris de la vigueur grâ
e au 
al
ul formel.Il a �et�e impl�ement�e simultan�ement par B. Salvy et P. Zimmermann [60℄ et W. Koepf [33℄.Nous pouvons a

rô�tre en
ore un peu la port�ee du 
on
ept d'holonomie en d�e�nissant118



4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de Chebyshevles s�eries de Taylor (respe
tivement de Chebyshev) formelles holonomes 
omme �etant less�eries de Taylor (resp. de Chebyshev) - 
onvergentes ou non - qui v�eri�ent formellementune �equation di��erentielle holonome. Le 
as de s�erie de Taylor est bien �etudi�e, 
elui dede Chebyshev l'est moins. D'apr�es les r�esultats vus plus haut, une s�erie de Taylor estholonome si et seulement si ses 
oeÆ
ients v�eri�ent une �equation r�e
urrente �a 
oeÆ
ientspolynomiaux (obtenue grâ
e �a la transformation de Mellin formelle). De 
e fait si la s�eriede Chebyshev 1Xn=0 0anTn(x)est holonome, la s�erie de Taylor 1Xn=0 anxnl'est aussi. Nous nous proposons de montrer la r�e
iproque.Th�eor�eme 6Si la s�erie de Taylor 1Xn=0 anxnest holonome, alors la s�erie de Chebyshev1Xn=0 0anTn(x)l'est aussi et v�eri�e une �equation di��erentielle holonome d'ordre au plus le doublede 
elui d'une �equation v�eri��ee par la s�erie de Taylor.Nous allons rappeler su

intement la m�ethode pour obtenir l'�equation di��erentielle ho-lonome v�eri��ee par la somme de deux fon
tions holonomes. Pour plus de d�etails, nousrenvoyons le le
teur aux deux r�ef�eren
es sus-mentionn�ees. Nous allons de plus pr�esenterune forme parti
uli�ere du r�esultat sp�e
ialement adapt�ee �a notre probl�eme. Pour 
ela nousrappelons que la notation � d�esigne la d�erivation d'Euler (i.e. x ddx). Tout op�erateur ho-lonome peut être 
onsid�er�e 
omme un op�erateur de l'alg�ebre C [x; x�1 ; �℄. Nous allonstravailler dans 
ette alg�ebre. Soient don
 f et g deux fon
tions v�eri�ant les �equationsFn(x)f (n) = n�1Xk=0Fk(x)f (k) +R(x) (4.44)et Gm(x)g(m) = m�1Xk=0 Gk(x)g(k) + S(x) (4.45)o�u les Fk, les Gk, R et S sont des polynômes en x et x�1 et o�u la notation y(k) in-dique �ky. Si l'on d�erive (au sens de �) l'�equation (4.44), respe
tivement l'�equation (4.45),on �etablit ais�ement et de mani�ere 
onstru
tive, que le terme Fn(x)fk (resp. Gm(x)gk)s'�e
rit, quelque soit k, 
omme somme d'un polynôme et d'une 
ombinaison lin�eaire �a
oeÆ
ients polynômiaux de f; f 0; : : : ; f (n�1) (resp. g; g0; : : : ; g(m�1)). Et une 
ombinaison119



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de Chebyshevlin�eaire �evidente (et non optimale) permet d'�e
rire les termes Fn(x)Gm(x)(f+g)k, quelquesoit k, 
omme somme d'un polynôme et d'une 
ombinaison lin�eaire �a 
oeÆ
ients po-lynômiaux de f; f 0; : : : ; f (n�1); g; g0; : : : ; g(m�1). Puisque 
haque terme Fn(x)Gm(x)(f+g)kest d�etermin�e par n+m+1 
oeÆ
ients polynômiaux, l'alg�ebre lin�eaire nous assure que lestermes Fn(x)Gm(x)(f + g)k pour k variant de 0 �a n+m+1 (soit n+m+2 termes) sontlin�eairement d�ependants, la 
ombinaison lin�eaire pouvant être obtenue par �eliminationgaussienne et produisant une �equation di��erentielle holonome d'ordre n +m + 1 v�eri��eepar f + g.D'apr�es la propri�et�e 15, nous pouvons 
onsid�erer une s�erie de Chebyshev une s�erie deLaurent sym�etrique. En e�et, en posant z = (x+ x�1)=2, il vient1Xn=0 0anTn(z) = 12  1Xn=0 anxn + 1Xn=0 anx�n! :Supposons que la s�erie f =P anxn v�eri�e (même formellement) l'�equation holonomeA(x)�nf = n�1Xk=0An;k(x)�kf +Bn(x) : (4.46)Nous avons 
hoisi d'�e
rire les op�erateurs di��erentiels en utilisant la d�erivation d'Eulerpar
e que 
elle-
i pr�esente la bonne propri�et�e suivantet = 1x ) �t = ��x :Grâ
e �a 
ette propri�et�e il est fa
ile de voir que la s�erieP anx�n v�eri�e l'�equation holonomeA(x�1)�ng = n�1Xk=0An;k(x�1)(�1)n+k�kg + (�1)nBn(x�1) : (4.47)Et plus g�en�eralement en d�erivant (toujours ave
 �) l'�equation (4.46) nous obtenons pourtout m, A(x)�mf = n�1Xk=0Am;k(x�1)(�1)m+k�kf +Bm(x) (4.48)qui va de paire ave
A(x�1)�mg = n�1Xk=0Am;k(x�1)(�1)m+k�kg + (�1)mBm(x�1) : (4.49)Et grâ
e au pro
�ed�e que nous venons d'exposer nous obtenons une �equation holonomev�eri��ee par P anxn +P anx�n. Le probl�eme est de savoir si 
ette �equation reste holo-nome en z apr�es le 
hangement de variable inverse x! z.Commen�
ons par �etablir quelques r�esultats te
hniques. Nous rappelons les notations sui-vantes w(x) = x+ x�12 ;v(x) = x� x�12 :Et nous donnons le 120



4.2 Divers travaux autour de la r�e
urren
e de ChebyshevLemme 7Soit P un polynôme de C [x; x�1 ℄, que nous �e
rivonsP (x) = sXk=�r akxk :Nous posons n = max(r; s) et nous d�e�nissonsTP (z) = 2 nXk=0(ak + a�k)Tk(z) ;UP (z) = 2 n�1Xk=0 (ak+1 � a�k�1)Uk(z) :Alors si z = w(x), nous avonsP (x) + P (x�1) = TP (z) et P (x)� P (x�1) = v(x)UP (z) : (4.50)De plus, P (x)P (x�1) est un polynôme en z de degr�e r � s.D�emonstration :Les formules (4.50) sont l'appli
ation dire
te des propositions 15 et 17. Par ailleurs, il est 
lairque P (x)P (x�1) est un polynôme de degr�e r � s en x et en x�1, et surtout invariant par le
hangement de variable x ! x�1. Ainsi P (x)P (x�1) est une 
ombinaison lin�eaire de termesde la forme w(xk) pour k variant de 0 �a r� s, 
e que nous savons r�e�e
rire en un polynôme enz grâ
e �a la proposition 15. 2Multiplions (4.48) par A(x�1) et (4.49) par A(x) et sommons. Puisque A(x)A(x�1) estd'apr�es la proposition 
i-dessus un polynôme en z, nous pouvons poserC(z) = 2A(x)A(x�1) :Nous posons aussi Cm;k(x) = A(x�1)Am;k(x) ;Dm(x) = A(x�1)Bm(x) + (�1)mA(x)Bm(x�1) :Alors un 
al
ul simple utilisant la formule (4.34) permet d'obtenirC(z)�m(f + g) = n�1Xk=0 h�Cm;k(x) + (�1)m+kCm;k(1=x)� �k(f + g)+�Cm;k(x)� (�1)m+kCm;k(1=x)� �k(f � g)i+Dm(x) :Les 
oeÆ
ients de �k(f + g) et �k(f � g) qui apparaissent dans la somme 
i-dessus vont envertu du lemme 7 et suivant la parit�e de m+ k être des polynômes en z ou des produitsde polynômes en z par v(x). Il en va de même pour Dm(x) suivant la parit�e de m. Nousdevons en
ore introduire des notations pour 
lari�er les 
hoses. Ainsi nous posonsC+m;k(z) = � TCm;k(z) si m+ k pairUCm;k(z) si m+ k impair ;121



Chap. 4 : Etude de la r�e
urren
e de ChebyshevC�m;k(z) = � UCm;k(z) si m+ k pairTCm;k(z) si m+ k impairet D+m(z) = � TDm(z) si m pairUDm(z) si m impair :Nous introduisons la notationfxgk = � 1 si k pairx si k impair :pour laquelle on pourra v�eri�er la propri�et�e suivantefxgkfxgl = �fx2gk	lfxgk+l : (4.51)Et en�n e+k = fv(x)gk �k(f + g) et e�k = fv(x)gk+1 �k(f � g)Alors, en remarquant que v(x)2 = z2 � 1 et �a l'aide des notations introduites 
i-dessusnous avonsC(z) fv(x)gm �m(f + g) = n�1Xk=0 hC+m;k(z)�fz2 � 1gm	ke+k+ C�m;k(z)�fz2 � 1gm	k+1e�k i+D+m(z)fz2 � 1gm :Maintenant les 
oeÆ
ients des e+k et e�k sont polynômiaux en z, don
 l'�elimination Gaus-sienne va nous 
onduire �a une �equation de la forme2nXm=0 pm(z) fv(x)gm �mx (f + g) = q(z) :Pour a
hever la d�emonstration il reste �a montrer que 
haque op�erateur fv(x)gm �m devientpar le 
hangement de variable inverse un op�erateur holonome en z. Or nous avons lesrelations suivantes v(x)�x = (z2 � 1)�z = �z ;�2x = (z2 � 1) d2dz2 + z ddz = �z :Ainsi nous pouvons �e
rire de mani�ere synth�etiquefv(x)gm �m = f�zgm �bm2 
z
e qui montre que la s�erie P anTn(z) est solution de l'�equation di��erentielle holome" 2nXm=0 pm(z) f�zgm �bm2 
z # y = q(z)dont la m�ethode de 
onstru
tion pr�e
�ede.Un int�erêt des 
al
uls que nous venons de pr�esenter est de permettre la 
onstru
tion122



4.3 Con
lusiond'une �equation di��erentielle telle que la r�e
urren
e de Chebyshev asso
i�ee est une solutiond�etermin�ee �a l'avan
e. Cette possibilit�e est tr�es int�eressante pour l'�etude des solutionsformelles que nous allons e�e
tuer dans le 
hapitre suivant. Donnons un exemple quig�en�ere une s�erie de Chebyshev 
alqu�ee sur la s�erie d'Euler.Exemple 13 La s�erie formelle 1Xn=1(�1)n(n� 1)!xnest solution formelle de l'�equation d'Eulerx2y0 + y = x :Nous voulons, pour des raisons qui apparâ�tront plus tard, trouver une �equation di��erentielledont la r�e
urren
e de Chebyshev asso
i�ee ait 
n = (�1)n(n�1)! pour solution. La m�ethodeexpos�ee plus haut nous donne 
ette �equation qui estx(1� x2)y00 � (1 + 2x� 2x3)y0 + (1 + x)y = �x2 :4.3 Con
lusionLa �n de 
e 
hapitre a �et�e assez 
al
ulatoire et te
hnique mais il est important desouligner que les 
al
uls que nous avons d�etaill�es 
i-dessus ont donn�e lieu �a une pro-grammation en MAPLE. Les pro
�edures 
orrespondantes ont d'ailleurs servi �a g�en�erer lesexemples pr�esent�es.
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Chapitre 5Solutions de Chebyshev formellesd'une EDOApr�es nous être int�eress�e �a la r�e
urren
e de Chebyshev pour elle-même, nous nous
on
entrons dans 
e 
hapitre aux solutions de la r�e
urren
e de Chebyshev.5.1 Introdu
tionNous avons vu au 
hapitre 3, que les 
oeÆ
ients de Chebyshev 
n d'une solution del'�equation di��erentielle holonome Ly = q (5.1)v�eri�ent l'�equation aux di��eren
es donn�ee par la proposition 22)L(
n) = qn ; 8n � r : (5.2)On pourrait penser que 
ette dualit�e �equation di��erentielle-�equation aux di��eren
es vapermettre de r�esoudre l'�equation (5.1) 
omme nous le ferions ave
 des s�eries de Taylor enun point r�egulier. Or, il en va tr�es di��eremment. Et avant de pr�esenter le probl�eme relatifaux s�eries de Chebyshev, nous allons faire un 
ourt rappel sur la r�esolution au moyen dess�eries de Taylor.Ainsi, supposons que le point x = 0 soit un point ordinaire de l'�equation (5.1). Noussavons, d'apr�es la th�eorie des �equations di��erentielles lin�eaires, qu'il existe un syst�emefondamental de solutions analytiques en 0,( 1Xn=0 a(1)n xn; 1Xn=0 a(2)n xn; � � � ; 1Xn=0 a(r)n xn)de rayons de 
onvergen
e au moins �egaux au module de la plus pro
he singularit�e. De plus,les r suites a(k) 
onstitue un syst�eme fondamental de l'�equation aux di��eren
esM(L)an = ~qn n � 0 (5.3)o�uM(L) est la transform�ee de Mellin de l'op�erateur L, o�u les ~qn sont les 
oeÆ
ients de Qdans la base 
anonique et o�u l'on 
onvient que a�1 = a�2 = � � � = 0 pour traiter les e�etsde bords dans l'�equation. 125



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOExemple 14 Consid�erons l'�equation di��erentielleLy = (6 + 5x+ x2)y00 � (2 + 4x+ x2)y0 � (4 + x)y = 0dont deux solutions lin�eairement ind�ependantes sont ex et 12+x . La r�e
urren
e asso
i�ee parla transformation de Mellin �a 
ette �equation est�nan�1 + (n2 � 5n� 4)an + (5n2 + 3n� 2)an+1 + 6(n+ 1)(n+ 2)an+2 = 0 (5.4)pour n � 0. La valeur de a�1 �etant �x�ee �a z�ero, on d�etermine 
ompl�etement une solution endonnant les valeurs a0 et a1. L'espa
e des solutions de la r�e
urren
e (5.4) est de dimension2 
omme 
elui des solutions de l'�equation di��erentielle. En�n, on v�eri�e ais�ement quesi a0 = 1 et a1 = 1 alors an = 1n!si a0 = 12 et a1 = �14 alors an = (�1)n2nLes deux suites ainsi d�etermin�ees 
orrespondent respe
tivement aux 
oeÆ
ients des d�eveloppementde Taylor de ex et 12+x .En somme un 
hoix al�eatoire des 
onditions initiales dans la relation de r�e
urren
e (5.3)permet de d�eterminer une quel
onque solution de l'�equation di��erentielle (5.1).Ave
 les s�eries de Chebyshev, la situation n'est pas aussi simple. Consid�erons l'�equationdi��erentielle y0 � ay = 0. La r�e
urren
e de Chebyshev asso
i�ee est
n�1 � 2na 
n � 
n+1 = 0 ; n � 1qui est d'ordre 2 et don
 l'espa
e des solutions pr�esente une dimension de trop. De fait,nous 
onnaissons d�ej�a une solution �a 
ette relation de r�e
urren
e �a savoir f2In(a)g puis-qu'il s'agit de la suite des 
oeÆ
ents de Chebyshev de eax qui est solution de l'�equationdi��erentielle, tandis qu'une solution lin�eairement ind�ependante est (�1)nKn(a) o�u Kn estaussi une fon
tion de Bessel modi��ee. Or la s�erie de Chebyshev dont le terme g�en�eral est(�1)nKn(a), est divergente.Le ph�enom�ene qui est apparu dans l'exemple pr�e
�edent est g�en�eral et se r�esume ainsi :toute suite solution de la r�e
urren
e de Chebyshev (5.2) n'est pas la suite des 
oeÆ
ientsde Chebyshev d'une fon
tion solution de l'�equation (5.1). En e�et, nous avons vu plushaut que l'ordre l'op�erateur L est 2e, o�u e = ext(L), et plus pr�e
is�ement queL = eXk=�e lk(n)Eko�u les lk(n) sont des fra
tions rationnelles. Mais il est fa
ile de voir que, du fait de la
onvention 
n = 
�n dans la r�e
urren
e (5.2), les solutions de 
elle-
i sont d�etermin�ees parles r+e premiers termes. Si, de plus, le 
oeÆ
ient de tête le(n) ne s'annule pas pour n � r(
as g�en�erique) nous pouvons même aÆrmer que l'espa
e des solutions de la r�e
urren
ede Chebyshev est �egal �a r + e. Ce qui repr�esente au moins le double de la dimension del'espa
e des solutions de l'�equation di��erentielle (5.1). En r�esum�e,126



5.2 ExemplesProposition 39Supposons que l'�equation (5.1) soit ordinaire en tout point de l'intervalle [�1; 1℄.Supposons aussi que le 
oeÆ
ient le(n) de L soit non nul pour tout n � r. Alors ilexiste une base de suites f
(1); 
(2); � � � ; 
(r+e)gde l'espa
e des solutions de l'�equation (5.2) telles que{ les suites 
(1); � � � ; 
(r) sont les suites des 
oeÆ
ients de Chebyshev de r fon
tionsformant un syst�eme fondamental de solutions de l'�equation (5.1),{ au
une suite 
(r+1); � � � ; 
(r+e) ni au
une 
ombinaison lin�eaire de 
elles-
i, ne
onstitue la suite des 
oeÆ
ients de Chebyshev d'une solution de l'�equation (5.1).Cette proposition nous am�ene �a donner la d�e�nition suivanteD�e�nition 13Nous appelons solution formelle (de Chebyshev) de l'�equation di��erentielle (5.1),une s�erie de Chebyshev formelle 1Xn=0 0
nTntelle que la suite f
ng est solution de la r�e
urren
e de Chebyshev (5.2).Le but de 
e 
hapitre est de 
ara
t�eriser les solutions formelles \surnum�eraires", 
'est-�a-dire
elles qui ne sont pas le d�eveloppement d'une fon
tion solution de l'�equation di��erentielle.Par \
ara
t�eriser" nous entendons : d�eterminer le 
omportement asymptotique des 
oeÆ-
ients de 
es solutions et trouver �eventuellement le lien entre les solutions formelles et lessolutions de l'�equation di��erentielle originelle.5.2 ExemplesCommen�
ons par quelques exemples pour lesquels les solutions formelles sont 
onnues.Nous avons donn�e une m�ethode au 
hapitre pr�e
�edent pour 
onstruire une �equationdi��erentielle ayant une solution formelle donn�ee mais il est plus diÆ
ile d'avoir une�equation dont toutes les solutions sont 
onnues. Cela explique que nous retrouveronsles exemples suivants tout au long de 
e 
hapitre.5.2.1 Cas des fra
tions rationnellesNous avons donn�e plus haut la s�erie de Chebyshev de la fra
tion rationnelle1x� b b 62 [�1; 1℄qui est solution de la pseudo �equation di��erentielle (x� b)y = 1 �a laquelle est asso
i�ee lar�e
urren
e de Chebyshev
n�1 � 2b
n + 
n+1 = 4Æ0;n ; n � 0 : (5.5)Comme nous l'avions fait auparavant, d�e
ouplons 
ette r�e
urren
e en une 
ontrainte�b
0 + 
1 = 4 (5.6)127



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOet une �equation r�e
urrente homog�ene
n�1 � 2b
n + 
n+1 = 0 ; n � 1 : (5.7)Soit 
 = w�(b) i.e. le 
omplexe de module inf�erieur �a 1 tel que w(
) = b. Alors les suitesde termes g�en�eraux A
n et B
�n, o�u A et B sont des 
onstantes arbitraires, sont solutionsde l'�equation r�e
urrente (5.7). D�eterminons A pour que A
n v�eri�e la 
ontrainte (5.6),bA+A
 = 1 = A��
+ 
�12 + 
� = A
� 
�12 (5.8)
e qui nous donne A = 8
� 
�1 :Par substitution de 
�1 �a 
 nous obtenons B tel que B
�n v�eri�e la 
ontrainte, �a savoirB = 8
�1 � 
 :En soustrayant les 2 solutions parti
uli�eres 
orrespondant aux valeurs de A et B 
al
ul�ees
i-dessus nous obtenons une solution de l'�equation homog�ene asso
i�ee. Nous ne serons pas�etonn�es que 
ette solution soit 8
� 
�1 (
n + 
�n) = 16
� 
�1Tn(b)puisque nous avons re
onnu dans (5.7) la r�e
urren
e �a 3 termes qui d�e�nit les polynômesde Chebyshev. Ainsi la solution g�en�erale de l'�equation (5.5) est donn�ee par8
� 
�1 
n + �Tn(b)o�u � est une 
onstante arbitraire. Autrement dit, les solutions formelles de l'�equation(b� x)y = 1 sont les s�eries 8
� 
�1 1Xn=0 0 (
n + �Tn(b)) Tn(x) :Parmi l'in�nit�e de solutions formelles, seule 
elle pour laquelle � = 0 est 
onvergente.5.2.2 Autres exemplesExemple 15 Consid�erons l'�equation di��erentielle �a 
oeÆ
ients 
onstantsary(r) + � � �+ a1y0 + a0y = 0 :Nous supposerons que les ra
ines �k du polynôme 
ara
t�eristique de arxr+ � � �+ a1x+ a0sont distin
tes. Les 
oeÆ
ients 
n d'une solution formelle de l'�equation v�eri�ent l'equationaux di��eren
es rYk=1��� 1�k� (
n) = 0 : (5.9)128



5.3 Etude des solutions formelles : appro
he indire
teOr, pour un a donn�e, l'�equation (� � 1a )(
n) = 0, i.e. �
n+1 + 2na 
n + 
n�1 = 0, a les 2solutions lin�eairement ind�ependantes In(a) et (�1)nKn(a) o�u In et Kn sont les fon
tionsde Bessel modi��ees de premi�ere et se
onde esp�e
e (voir Abramowitz [1, x9.6℄). Nous voyonsalors fa
ilement que l'�equation (5.9) a les 2r solutions ind�ependantes suivantesIn(�k) et (�1)nKn(�k); k = 1 � � � r :Par ailleurs, nous 
onnaissons le 
omportement asymptotique des fon
tions de Besselquand n tend vers l'in�nijIn(a)j � jajn2nn! et jKn(a)j � 2n+1n!jajn : (5.10)Nous 
onstatons don
 que les solutions formelles P 0In(�k)Tn sont 
onvergentes tandisque les solutions P 0(�1)nKn(�k)Tn sont divergentes. Et les solutions 
onvergentes 
or-respondent bien aux solutions de l'�equation di��erentielle puisquee�kx = 2 1Xn=0 0In(�k)Tn(x) :
Exemple 16 Consid�erons l'�equation di��erentielle (2 + x)y0 � 1 = 0 dont les solutionssont de la forme log(2 + x) plus une 
onstante et peuvent être d�evelopp�ees en s�erie deChebyshev (en utilisant la formule (3.49))y = 1Xn=1 �2(�2 +p3)nn Tn + � :La r�e
urren
e de Chebyshev asso
i�ee est(n+ 1)
n+1 + 4n
n + (n� 1)
n�1 = 2Æ1;n :Nous pouvons v�eri�er que les solutions formelles sont�+ 1Xn=1 �2(�2 +p3)nn Tn + � 1Xn=1 (�2 +p3)n + (�2�p3)nn !Tn :Pour � 6= 0 la s�erie formelle n'est pas 
onvergente et don
 pas le d�eveloppement d'unesolution de l'�equation.5.3 Etude des solutions formelles : appro
he indire
teNous voulons �etudier le 
omportement asymptotiques des 
oeÆ
ients de solution for-melles et pour 
ela nous disposons d'une �equation aux di��eren
es v�eri��ee par 
elles-
i. Oril existe des r�esultats pour r�ealiser 
ette �etude pour les s�eries de Taylor solutions formellesd'une �equation di��erentielle. En �etablissant un lien entre la r�e
urren
e de Chebyshev etune �equation di��eren
e ad�equate, nous pourrons utiliser les r�esultats propres aux s�eriesde Taylor pour �etudier les solutions formelles de Chebyshev.129



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDO5.3.1 Equations aux di��eren
es-Equations di��erentiellesNous avons introduit plus haut la dualit�e qui existe entre op�erateurs aux di��eren
es etop�erateurs di��erentiels. Ave
 la prise en 
ompte d'un se
ond membre, on �etablit la mêmedualit�e entre �equations aux di��eren
es et �equations di��erentielles. Au formalisme pr�es, ontrouvera la proposition suivante (que nous avons pla
�ee dans un 
adre un peu plus g�en�eral)dans les travaux Pin
herle [54℄.Proposition 40Soit R un op�erateur aux di��eren
es �a 
oeÆ
ients polynômiauxR = MXk=m rk(n)Eko�u m et M sont des entiers ave
 m � M . Soit les suites ffngn�0 et f
ngn�0 et n0un entiers naturel tels que nous ayonsR(
n) = fn ; n � n0 :Appelons R l'op�erateur di��erentiel obtenu par la transformation de Mellin de R i.e.R =M(R) = MXk=m rk(�x)x�k :Alors il existe un polynôme p de C [x; x�1 ℄ tel queR0�Xn�0 
nxn1A = p(x) + 1Xk=n0 fnxn :D�emonstration :En remarquant que �lx(xm) = mlxm, nous appliquons l'op�erateur R sur la s�erie de Taylor de
oeÆ
ients 
n R 1Xn=0 
nxn! = MXk=m 1Xn=0 
nrk(�x)xn�k= MXk=m 1Xn=0 
nrk(n� k)xn�k= MXk=m 1Xn=�k 
n+krk(n)xn :Pour simpli�er la permutation de somme nous 
onvenons que 
k = 0 pour k < 0, 
e qui nouspermet d'�e
rireR 1Xn=0 
nxn! = MXk=m 1Xn= �M 
n+krk(n)xn130



5.3 Etude des solutions formelles : appro
he indire
te= 1Xn=�M MXk=m rk(n)
n+k!xn= n0�1Xn=�M MXk=m rk(n)
n+k!xn| {z }p(x) + 1Xn=n0 MXk=m rk(n)
n+k!xnave
 �evidemment p(x) 2 C [x; x�1 ℄. Nous �nissons le 
al
ul sur la derni�ere somme par1Xn=n0 MXk=m rk(n)
n+k!xn = 1Xn=n0 L(
n)xn = 1Xk=n0 fnxn :Nous obtenons don
 R 1Xn=0 
nxn! = p(x) + 1Xk=n0 fnxn : 2Ainsi toute suite solution d'une �equation aux di��eren
es �a 
oeÆ
ients polynômiaux est lasuite des 
oeÆ
ients d'une s�erie de Taylor solution formelle d'une �equation di��erentielleli�ee �a l'�equation aux di��eren
es par la transformation de Mellin formelle. Voyons don

omment utiliser 
e r�esultat, en 
ommen�
ant par introduire la notion de polygone deNewton.5.3.2 Polygone de Newton d'un op�erateur di��erentielOn peut trouver les d�e�nitions qui suivent dans [55℄. La notation �x d�esigne la d�erivationpar rapport �a x. Consid�erons un op�erateur di��erentiel L 2 C [x; x�1 ; �x℄. Cet op�erateurs'�e
rit don
 L = pr(x)�rx + � � �+ p1(x)�x + p0(x); ave
 pi(x) =Xj2Zpi;jxjles pi;j non nuls �etant en nombre �ni. A 
et op�erateur est asso
i�e un polygone de Newton,que nous d�e�nissons 
omme suit. SoitQ+ = f(x; y) 2 R2 ; x � 0; y � 0g et Q� = f(x; y) 2 R2 ; x � 0; y � 0grespe
tivement les deuxi�eme et troisi�eme quadrants de R2 . Nous d�e�nissonsQ+(u; v) = Q+ + (u; v) et Q�(u; v) = Q� + (u; v)leurs translat�es respe
tifs par rapport �a un point (u; v) de R2 . Nous posonsM+(L) = [pi;j 6=0Q+(i; j � i) et M�(L) = [pi;j 6=0Q�(i; j � i)et nous d�e�nissons en�n Q+(L) 
omme l'enveloppe 
onvexe inf�erieure deM+(L) et Q�(L)l'enveloppe 
onvexe sup�erieure de M�(L). Il vient alors la d�e�nition suivante131



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOD�e�nition 14 Q+(L) est appel�e polygone de Newton en 0 de l'op�erateur L. Q�(L) estappel�e polygone de Newton �a l'in�ni de L. En�n le polygone 
omplet de L est d�e�ni parQ(L) = Q+(L) \Q�(L) :D�e�nissons quelques �el�ements 
ara
t�eristiques du polygone de Newton de L .Les pentesLe polygone Q+(L) a S pentes �nies stri
tement positives et Q�(L) a s pentes �niesstri
tement n�egatives que nous noterons respe
tivement0 < k+1 < � � � < k+S et 0 > k�1 > � � � > k�s :Remarque : S et s peuvent être nuls. Notons Ak l'arête de Q(L) de pente k. Notons l(k)la longueur de la proje
tion de Ak \ (R+ � R) sur l'axe des abs
isses. De plus, le polygone
omplet Q(L) peut poss�eder, sur la droite y = r, une arête verti
ale A1.Les polynômes 
ara
t�eristiquesSi k est l'une des pentes �nies non nulles de Q(L) et si (ik; jk) est l'extrêmit�e d'abs
isseminimale de Ak alors on appelle polynôme 
ara
t�eristique asso
i�ee �a la pente k le polynômeCk(X) = X(i;j)2Ak pi;j+iXi�ik ;
e polynôme est de degr�e l(Ak). Si k =1C1(X) = X��pr(X)o�u � est la valuation de pr.Remarque : le polygone de Newton peut pr�esenter des arêtes de pente nulle auxquelleson peut asso
ier des polynômes 
ara
t�eristiques. Ces pentes qui 
ontiennent des infor-mations importantes (
lassi�
ation des �equations di��erentielles, algorithme de Frobenius)n'interviendront 
ependant pas dans la suite de notre propos.Les k-
ara
t�eristiquesOn appelle, pour k �ni, k-
ara
t�eristiques les valeurs �k;� = j�k;� j�1=k o�u �k;� est ra-
ine de l'�equation Ck(X) = 0 dite �equation 
ara
t�eristique asso
i�ee �a la pente k. Les1-
ara
t�eristiques les valeurs �1;� = j�1;�j�1 o�u �k;� est ra
ine de C1(X) = 0.La �gure 5.1 donne un exemple de polygone de Newton ave
 ses polynômes 
ara
t�eristiques.Remarque : il est fa
ile de v�eri�er que les polygones de Newton des op�erateurs L1 etL2 = xnL1 (n 2 Z) sont identiques �a une translation verti
ale pr�es et qu'ils ont lesmêmes �equations 
ara
t�eristiques. Cette remarque permet de se ramener �a des op�erateursdi��erentiels �a 
oeÆ
ients en x et non plus en x et x�1.5.3.3 Un th�eor�eme de RamisDonnons les d�e�nitions suivantesD�e�nition 15 Une suite fang est dite Gevrey d'ordre au plus s, s 2 R, si il existe une
onstante C telle que pour tout n janj � C(n!)s :132



5.3 Etude des solutions formelles : appro
he indire
teH
1 2 3 4

C� 13 (X) = 3 +X3C�1(X) = 1� 3XC1(X) = 2� 3X2
C1(X) = 1 + 11X +X2

C2(X) = 1 + 2X

Fig. 5.1 { Polygone de Newton 
omplet de l'op�erateur di��erentielL = (2x5�3x6)�4x+(x2+x6)�3x+(11+x3)�2x+(x�2�7x4)�x+x�3+3x5D�e�nition 16 Une suite fang est dite Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A), s 2 R et A 2 R�+ ,si lim sup((n!)�sjanj)1=n = A :L'ordre Gevrey pr�e
is�e est d'une fang, lorsqu'il existe, est unique.Ces d�e�nitions pos�ees nous avons le th�eor�eme suivant dû �a J.-P. Ramis [56℄.Th�eor�eme 7Si la s�erie formelle ŷ =P anxn est solution formelle de l'�equation di��erentielleLy = fo�u L 2 C [x; x�1 ; �x℄ et f une s�erie de Taylor 
onvergente. Alors la s�erie ŷ est{ soit 
onvergente et fang est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = 1k o�u k estl'une des pentes stri
tement n�egatives ou la pente in�nie (auquel 
as on 
onvientque 11 = 0), de Q�(L) et A l'une des k-
ara
t�eristiques.{ soit fang est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = 1k o�u k est l'une des pentes�nies stri
tement positives de Q+(L) et A l'une des k-
ara
t�eristiques.Ce r�esultat reste vrai si f est de la formex�n 1Xk=0 fkxk ; n 2 No�u la s�erie est toujours 
onvergente. En e�et le th�eor�eme est appliquable �a xnL = xnf etd'apr�es la remarque faite plus haut nous savons que L et xnL ont mêmes pentes et mêmesk-
ara
t�eristiques. De 
e fait le th�eor�eme de Ramis s'applique �a l'�equationRy = p(x) + 1Xk=n0 fnxn133



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOg�en�er�ee par la proposition 40 �a partir d'une �equation aux di��eren
es permettant de
on
lure sur le 
omportement asymptotiques des solutions de 
ette derni�ere.5.3.4 Appli
ation aux s�eries de ChebyshevAppliquons les r�esultats pr�e
�edents aux solutions formelles de Chebyshev qui v�eri�entla r�e
urren
e de 
hebyshev L(
n) = qn n � r :Nous pouvons appliquer �a 
ette r�e
urren
e la transformation de Mellin et le th�eor�eme deRamis 
e qui 
onduit au th�eor�eme suivantTh�eor�eme 8Supposons que la s�erie de Chebyshev ŷ =P 0
nTn soit solution formelle de l'�equationdi��erentielle holonome (5.1). Soient L l'op�erateur aux di��eren
es asso
i�e �a lar�e
urren
e de Chebyshev et L = M(L) sa transform�ee de Mellin formelle. Alorsla s�erie ŷ est{ soit 
onvergente et f
ng est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = 1k o�u k estl'une des pentes non nulles de Q�(L) et A l'une des k-
ara
t�eristiques.{ soit f
ng est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = 1k o�u k est l'une des pentesnon nulles de Q+(L) et A l'une des k-
ara
t�eristiques.Pour les 2 �eventualit�es 
i-dessus nous ne supposons pas k �ni en 
onvenant toujoursque 11 = 0.Nous pouvons même être plus pr�e
is du fait de la stru
ture parti
uli�ere de l'op�erateurL. D'apr�es la proposition 35 nous avonsL = eXk=�e lk(n)Ekave
 lk(�n) = �l�k(n). Cette stru
ture implique que l' op�erateur L est invariant (au signepr�es) par le 
hangement de variable z = 1=x. En e�et, ave
 le 
hangement de variablepr�e
�edent il est imm�ediat d'�etablir que �x = ��z et de 
e fait nous avonseXk=�e lk(�x)x�k = eXk=�e lk(��z)�1z��k= eXk=�e�l�k(�z)zk= � eXk=�e lk(�z)z�k (k ! �k) :Or on peut �etablir (voir Ramis ou Malgrange) que les polygones Q+(Lz) et Q�(Lx) sont,�a une translation pr�es, sym�etriques par rapport �a l'axe horizontale et que leurs polynômes
ara
t�eristiques ont mêmes ra
ines au signe pr�es (don
 mêmes modules 
e qui est l'essen-tiel). Don
 d'apr�es la propri�et�e d'invarian
e Q+(L) et Q�(L) ont des pentes 2 �a 2 oppos�eeset les mêmes polynômes 
ara
t�eristiques au signe pr�es don
 des k-
ara
t�eristiques 2 �a 2inverses. Ce que nous r�esumons par la 134



5.4 Polygone de Newton-ChebyshevProposition 41L'ensemble des ordres pr�e
is�es \possibles" des solutions formelles de Chebyshev del'�equation Ly = q est du type [i2I�(si; Ai); (�si; 1Ai )�o�u les si sont les inverses des pentes du polygone de Newton de L et les Ai lesk-
ara
t�eristiques asso
i�ees.5.3.5 En r�esum�eNous avons don
 pr�esent�e une m�ethode permettant de 
erner le 
ara
t�ere Gevrey dessolutions formelles de Chebyshev d'une �equation di��erentielle. Toutefois 
ette m�ethoderequiert un 
ertain nombre d'�etapes interm�ediaires r�esum�ee par le s
h�ema suivants
h�ema transform�eede Mellin de Ramisth�eor�emeg�en�eral L;LL L ordres Gevreypr�e
is�esDans la pro
haine se
tion nous allons montrer que l'on peut d�eduire l'ordre Gevrey pr�e
is�edes solutions formelles dire
tement �a partir de l'op�erateur L au moyen d'un polygonesp�e
i�que que nous appellerons polygone de Newton-Chebyshev. Nous retrouverons sur 
epolygone la sym�etrie des 
ara
t�eres Gevrey annon
�ee dans la proposition 41.5.4 Polygone de Newton-ChebyshevNous 
onsid�erons toujours l'op�erateur di��erentiel holonome L �e
rit deux mani�eres�equivalentes L = rXk=0 pk(x) dkdxk = rXk=0 dkdxk �pk(x) : (5.11)Nous introduisons alors l'op�erateur di��erentiel L̂ obtenu �a partir de L par le 
hangementde variable x! z ave
 x = w(z) = (z + z�1)=2. Nous v�eri�ons fa
ilement que�x = 2z2z2 � 1�z def= 
z :Nous avons don
 deux �e
ritures alternatives pour l'op�erateur L̂, soitL̂ = pr � z+ 1z2 � 
zr + � � �+ p1 � z+ 1z2 � 
z + p0 � z+ 1z2 � (5.12)soit L̂ = 
rz �pr � z+ 1z2 �+ � � �+
z �p1 � z+ 1z2 �+ �p0 � z+ 1z2 � : (5.13)135



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDO5.4.1 Transform�ee de Mellin de LNous avons introduit la transformation de Mellin 
omme isomorphisme de C [n;E;E�1 ℄sur C [z; z�1 ; �z℄. Appliquer la transformation de Mellin �a des op�erateurs de C [n; 1n ;E;E�1℄nous permettrait de 
al
uler la transform�ee de Mellin de l'op�erateur L. Aussi �etendons latransformation de Mellin en posantM� 1n� = (M (n))�1 = (�z)�1 = Z z�1o�u l'op�erateur R est 
onsid�er�e 
omme \l'inverse" de la d�erivation1. De 
ette mani�ere nouspouvons prolonger l'isomorphisme de Mellin de fa�
on 
onsistante pour obtenir un nouvelisomorphisme M : C �n; 1n;E;E�1� 7�! C �z; z�1; �z;Z �que nous pouvons appliquer aux op�erateurs X0 et � pour obtenirM(X0) = z + z�12 ;M(�) = Z z2 � 12z2 = 
�1z :Alors en utilisant les propri�et�es d'isomorphisme, il vientM(L) = �pr � z+ 1z2 �+
�1z �pr�1 � z+ 1z2 �+ � � � +
�rz �p0 � z+ 1z2 � :Et don
, en fa
torisant 
�rz , nous obtenonsM(L) = 
�rz Æ L̂ :En�n puisque L = Dr(n)L, nous avons �nalementM(L) = Dr(�z) Æ 
�rz Æ L̂ :Nous noterons d�esormais �r l'op�erateur Dr(�z) Æ 
�rz . La fa
torisation de M(L) sous laforme �r ÆL̂ va nous permettre 
onstruire son polygone de Newton. Pour 
ommen
er, mon-trons que l'op�erateur �r a priori int�egro-di��erentiel est simplement di��erentiel. L'op�erateurdi��erentiel px2 � 1 �x se transforme via le 
hangement de variable x = (z + z�1)=2 en�z. Or nous savons que les polynômes de Chebyshev sont solutions des �equations hy-perg�eom�etr�eques (i
i sous forme d'�equation de Sturm-Liouville)��px2 � 1 �x�2 � n2� (Tn(x)) = 0pour tout n > 0. De plus, et trivialement, nous avons px2 � 1 �x(T0) = 0. De 
e fait, enrappelant que Dr(x) = 2rx r�1Yn=1(x2 � n2) ;1Cet inverse est d�e�ni �a une 
onstante pr�es. Il est n�eanmoins possible de justi�er rigoureusement l'emploid'un tel inverse. Dans notre 
as 
ela n'est pas n�e
essaire puisque nous verrons que les int�egrales introduitesvont être \neutralis�ee" par des op�erateurs di��erentiels.136



5.4 Polygone de Newton-Chebyshevnous obtenons que Dr(px2 � 1 �x)(Tn) = 0 pour n = 0; 1; � � � ; r � 1. Ce
i implique quel'op�erateur Dr(px2 � 1 �x) annule tout polynôme de degr�e stri
tement inf�erieur �a r. Don
il se fa
torise �a droite par �rx. L'op�erateur a priori int�egro-di��erentielDr(px2 � 1 �x) Æ Z rest don
 simplement di��erentiel. Et par le 
hangement de variable, il en est de même del'op�erateur �r.Proposition 42L'�equation di��erentielle �r(y) = 0 admet les r solutions lin�eairement ind�ependantessuivantes yr;n = � 2z2z2 � 1�z�r(1=zn); n = 0; � � � ; r � 1 :D�emonstration :Sans donner le d�etail du 
al
ul, on peut �etablir que suivant le 
hoix des 
onstantes d'int�egrationles valeurs de l'expression �Z z2 � 12z2 �rf(z)pour une fon
tion f donn�ee ne di��erent que par une expression du typer�1Xk=�r+1 akzk :Ainsi nous avons pour tout n 
ompris entre 0 et r � 1,�Z z2 � 12z2 �ryr;n = 1=zn + r�1Xk=�r+1akzk :Comme par ailleurs, Dr(�z)(zk) = 0 pour k entier 
ompris entre �r+1 et r� 1, nous voyonsque �r(yr;n) est nul. 2Lemme 8L'op�erateur 
iz se d�eveloppe en iXk=1 Ni;k(z)(z2 � 1)2i�k �kzo�u Ni;k sont des polynômes v�eri�ant les propri�et�es suivantes :{ Ni;i = (2z2)i,{ deg(Ni;k) = 3i� k � 2 pour k < i,{ val(Ni;k) = i+ k.D�emonstration :La d�emonstration se fait par r�e
urren
e ave
 beau
oup de 
al
uls. Ce lemme �etant uniquementun r�esultat te
hnique nous ne donnons pas la d�emonstration in extenso. 2137



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOCorollaire 6 L'op�erateur �r est singulier r�egulier en 0 et en 1.D�emonstration :D'apr�es le lemme 8 nous avonsyr;n = rXk=1 Nr;k(z)(z2 � 1)n+k dkdzk (1=zn)= rXk=1 Nr;k(z)(z2 � 1)n+k un;kzn+k o�u un;k = (�1)k (n+k�1)!(n�1)!= 1zn+r rXk=1 un;kzr�kNr;k(z)(z2 � 1)n+kOr la somme �a droite du fa
teur 1zn+r peut s'�e
rire 
omme une s�erie de Taylor Sr;n(z) de rayonde 
onvergen
e au moins �egal �a 1. Nous avons don
 une base de solutions de la formeyr;n = 1zn+rSr;n(z) n = 1 � � � r
e qui d�emontre de �r est bien singulier r�egulier en 0. Comme �r est invariant par le 
hangementde variable z ! 1z , l'op�erateur est don
 singulier r�egulier aussi en 1. 2De 
e fait le 
omportement Gevrey des solutions de �r Æ L̂(y) = f est 
ommand�e par lepolygone de Newton de L̂. En e�et,�r Æ L̂(y) = f , � �r(�) = fL̂(y) = � :Or �r est singulier r�egulier en 0 et �a l'in�ni, don
 la seule pente non nul de son polygonede Newton est in�nie 
e qui signi�e, par appli
ation du th�eor�eme de Ramis, que toutesolution formelle � de �r(�) = f est 
onvergente. On peut don
 �a nouveau appliquer leth�eor�eme de Ramis �a L̂(y) = � pour 
on
lure.5.4.2 Polygone de Newton de L̂Nous travaillerons sur la premi�ere forme de L̂, i.eL̂ = pr � z+ 1z2 � 
zr + � � �+ p1 � z+ 1z2 � 
z + p0 � z+ 1z2 �pour en �etablir le polygone de Newton. Grâ
e au lemme 8 nous pouvons assurer que L̂ sefa
torise sous la forme 1(z2 � 1)2q�1 : rXi=0 pi( z+ 1z2 )(z2 � 1)2q�1
izde sorte que le fa
teur de droite est �el�ement de C [z; z�1 ; �z ℄. Le polygone de Newton de L̂sera don
 le polygone de Newton de 
e fa
teur.D�e
rivons 
e polygone. Pour 
ela il faut, dans un premier temps, �etudier la 
ontributiondu terme (z2 � 1)2q�1
iz :138



5.4 Polygone de Newton-ChebyshevD'apr�es le lemme 8 nous avons(z2 � 1)2q�1
iz = iXk=1(z2 � 1)2q�2i+k�1Ni;k�kz :Cal
ulons la 
ontribution au polygone de Newton de 
haque terme de 
ette somme. En
onsid�erant (toujours d'apr�es le lemme 8) le degr�e et la valuation des Ni;k nous obtenonspour 
haque termeQ�((z2 � 1)2q�2i+k�1Ni;k�kz ) = � Q�(k; 4q � i� 4) si k < iQ�(n; 4q � i� 2) si k = iet Q+((z2 � 1)2q�2i+k�1Ni;k�kz ) = Q+(k; i) :Le graphique suivant synth�etise 
e r�esultat.
4q-i-2

4q-i-4

i

i-1 iIl apparâ�t que (z2 � 1)2q�1
iz ne 
ontribue aux pentes non nulles du polygone 
ompletde L̂ que par le terme (z2 � 1)2q�1�i(2z2)i�iz et plus pr�e
is�ement (en d�eveloppant) : parle monôme 2iz4q�2�iz pour le polygone en l'in�ni et par le monôme �(�2z2)i�iz pour lepolygone en 0.Posons maintenant di = deg(pi) et pi;di le 
oeÆ
ient dominant de pi, il est imm�ediatde voir que pi � z+ 1z2 � = pi;di2di zdi + � � �+ pi;di2di z�di :Nous en 
on
luons queQ� �pi � z+ 1z2 � (z2 � 1)2q�1
iz� = Q� �pi;di2di zdi2iz4q�2�iz�et Q+ �pi � z+ 1z2 � (z2 � 1)2q�1
iz� = Q+ ��pi;di2di z�di(�2z2)i�iz� :Tous 
es �el�ements nous permettent d'�etablir les 2 polygones de Newton de L̂ :Q� �L̂� = env� r[i=0Q�(i; 2(2q � 1) + di � i)!et Q+ �L̂� = env+ r[i=0Q+(i; i � di)! :139



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOAinsi nous 
onstatons que les polygones Q�(L̂) et Q�(L) sont identiques �a une translationverti
ale de ve
teur (0; 2(2q�1)) pr�es et que Q�(L̂) et Q+(L̂) sont sym�etriques par rapport�a l'axe des abs
isses, 
omme nous l'avions pr�evu d'apr�es la stru
ture de L.Maintenant nous allons 
al
uler les polynômes 
ara
t�eristiques relatifs aux pentes nonnulles du polygone 
omplet. Nous 
ommen
erons par le 
as relativement simples des pentes�nies d'abord les n�egatives puis les positives.Consid�erons l'arête Ak de pente k n�egative. D'apr�es la 
onstru
tion de Q�(L̂) toutsommet de quadrant sur 
ette arête a des 
oordonn�ees de la forme (i; di� i) et 
orrespondau monôme 2i�dipi;dizdi�i+4q�2zi�iz. Soit (ik;0; jk;0) les 
oordonn�ees de l'extrêmit�e gau
hede Ak. Pour tout sommet sur 
ette arête on a don
 di� i = jk;0+ k(i� ik;0). Le polynôme
ara
t�eristique asso
i�e �a Ak est alorsĈk(X) = X(i;di�i)2Ak 2i�dipi;diXi�ik;0= X(i;di�i)2Ak 2�jk;0�k(i�ik;0)pi;diXi�ik;0= 2�jk;0 X(i;di�i)2Ak pi;di �X2k�i�ik;0= 2�jk;0Ck �X2k� :Ainsi 
̂k;� est ra
ine de Ĉk(X) si et seulement si 
k;� = 2�k
̂k;� est ra
ine de Ck(X).Ce qui implique que si �k;� est une k-
ara
t�eristique de L alors �̂k;� = �k;�2 est une k-
ara
t�eristique de L̂, 
ar �̂k;� = j
̂k;� j� 1k = j2k
k;�j� 1k = �k;�2 :Consid�erons l'arête Ak de pente k positive. D'apr�es la 
onstru
tion de Q+(L̂) toutsommet de quadrant sur 
ette arête a des 
oordonn�ees de la forme (i; i�di) et 
orrespondau monôme (�1)i+12i�dipi;dizi�dizi�iz. Le polynôme 
ara
t�eristique asso
i�e �a Ak est 
ettefois Ĉk(X) = X(i;i�di)2Ak(�1)i+12i�dipi;diXi�ik;0= X(i;i�di)2Ak(�1)ik;0+1(�1)i�ik;02jk;0+k(i�ik;0)pi;diXi�ik;0= (�1)ik;0+12jk;0 X(i;i�di)2Ak pi;di ��2kX�i�ik;0= (�1)ik;0+12jk;0C�k ��2kX� :Don
 si ��k;� est une (�k)-
ara
t�eristique de L alors �̂k;� = 2��k;� est une k-
ara
t�eristiquede L̂, 
ar �̂k;� = j
̂k;� j� 1k = j � 2�k
�k;�j� 1k = 2��k;� :140



5.4 Polygone de Newton-ChebyshevDe plus, ave
 une num�erotation ad�equate :�̂�k;� = 1�̂k;�
e qui red�emontre la proposition 41.L'arête A1, si elle existe, est engendr�ee par le monômepr � z+ 1z2 � (z2 � 1)q�1(2z2)r�rz :On peut remarquer que l'arête A1 est r�eduite �a un point si et seulement si le fa
teurde �rz est r�eduit �a un monôme en z i.e si et seulement si r = 1 et pr est un polynôme
onstant. Dans le 
as 
ontraire et d'apr�es la d�e�nition que nous avons donn�ee le polygone
ara
t�eristique relatif �a la pente in�nie estĈ1(X) = Xdrpr �X +X�12 � (X2 � 1)q�1 :Les ra
ines de 
e polynôme sontf�1; 1g [ f
q;k; 1
q;k ; k = 1::qgo�u 
q;k ra
ine de X2� 2�q;kX +1 = 0 ave
 �q;k ra
ines de pr. Les1-
ara
t�eristiques sontdon
 f1g [ fj
q;kj; 1j
q;kj ; k = 1::qget nous retrouvons le fait que même pour l'ordre Gevrey 0 les ordres Gevrey pr�e
is�espossibles sont 
oupl�es sous la forme (0; A) et (0; 1A).
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Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOR�esumons tous 
es r�esultats par le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 9Soit L 2 C [x℄[ ddx ℄ et soit L̂ 2 C (z)[ ddz ℄ obtenu par le 
hangement de variable x =z+z�12 dans L.Alors{ Q�(L̂) = (0; 2(2q � 1)) +Q�(L).{ si Ck(X) (respe
tivement Ĉk(X)) est un polynôme 
arat�eristique asso
i�ee �a lapente k �nie, stri
tement n�egative, de Q�(L) (resp. Q�(L̂)) alors Ĉk(X) =Cte:Ck(X=2k).{ Q+(L̂) = sym (Q�(L)).{ si C�k(X) (respe
tivement Ĉk(X)) est un polynôme 
arat�eristique asso
i�ee �a lapente �k stri
tement n�egative (resp. k stri
tement positive) de Q�(L) (resp.Q+(L̂)) alors Ĉk(X) = Cte:C�k(�2kX).{ si l'arête verti
ale de Q(L̂) existe alorsĈ1(X) = Xdrpr �X +X�12 � (X2 � 1)q�1 :5.4.3 D�e�nition du polygone de Newton-ChebyshevDu fait des propri�et�es de sym�etrie mises en �eviden
e, nous voyons que l'ordre Gevreypr�e
is�e des solutions formelles de Chebyshev peut 
e lire sur le seul polygone de NewtonQ�(L). Cela nous am�ene �a poser les d�e�nitions suivantesD�e�nition 17{ Nous appellons polygone de Newton-Chebyshev de l'op�erateur di��erentiel L et nousnotons �C(L) le polygone de Newton �a l'in�ni de L, i.e Q�(L).{ Les �equations 
ara
t�eristiques relatives �a �C(L) sont les �equations 
ara
t�eristiquesde Q�(L), not�ees Ck(X).{ Si k est une pente �nie non nulle de �C(L), on appelle k-
ara
t�eristiques les valeurs��k;v = j
k;vj�1=k2o�u 
k;v est ra
ine de Ck(X).{ On pose S1 = f�; � ra
ine de X2� 2�X+1 et � ra
ine de C1(X)g. On appelle1-
ara
t�eristiques les valeurs��1;v = j�1;vj ave
 �1;v 2 S1;auxquelles on ajoute 1 si L est d'ordre stri
tement sup�erieur �a 1.Remarque : si A est une 1-
ara
t�eristique, il en est de même de 1A .Moyennant 
es d�e�nitions nous obtenons le th�eor�eme :Th�eor�eme 10 142



5.5 Forme expli
ite de solutions formellesSi la s�erie de Chebyshev formelle ŷ = P 0
nTn est solution formelle de l'�equationdi��erentielle Ly = fo�u L est un op�erateur di��erentiel lin�eaire �a 
oeÆ
ients polynômiaux et f un po-lynôme. Alors la s�erie ŷ est{ soit 
onvergente et f
ng est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = 1k o�u k estl'une des pentes stri
tement n�egatives (�nie ou non) de �C(L) et A l'une des k-
ara
t�eristiques.{ soit f
ng est Gevrey d'ordre pr�e
is�e (s;A) ave
 s = � 1k o�u k est l'une des pentesstri
tement n�egatives (�nie ou non) de �C(L) et 1A l'une des k-
ara
t�eristiques.Exemple 17 Revenons sur l' �equation homog�ene �a 
oeÆ
ients 
onstants Ly = 0 ave
L = ar�rx + � � � + a1�x + a0On suppose, toujours, que le polynôme arxr + � � � + a1x + a0 a r ra
ines distin
tes �k,k = 1 � � � r. Le polygone de Newton-Chebyshev de L est
q

-q

ave
 C�1(X) = arxr+ � � �+a1x+a0 et C1 � ar. Don
 les ordres Gevrey pr�e
is�es possiblessont (�1; �k2 ) et (1; 2�k ); k = 1 � � � ret 
orrespondent bien aux 
omportements asymptotiques des In(�k) et Kn(�k) (voir les�equivalen
es (5.10)). Il faut rajouter, si r > 1, l'ordre pr�e
is�e (0; 1) qui ne 
orrespond lui�a au
une solution formelle.5.5 Forme expli
ite de solutions formellesDans la se
tion pr�e
�edente nous avons 
ern�e un peu la nature des solutions sur-num�eraires de la r�e
urren
e de Chebyshev en indiquant leurs 
ara
t�eres Gevrey. Ce travail,quoique relativement te
hnique, �etait a priori raisonnable �a entreprendre du fait de l'exis-ten
e des r�esultats puissants existant pour les d�eveloppements asymptotiques Gevrey. Lesr�esultats obtenus eussent pu �a eux seuls nous satisfaire par l'�e
lairage qu'ils apportaient�a notre interrogation initiale. Or nous avons pu �etablir un r�esultat suppl�ementaire qui a143



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOd�epass�e nos esp�eran
es et qui ratta
he 
ertaines solutions formelles �a des fon
tions solu-tions de l'�equation di��erentielle g�en�eratri
e de la r�e
urren
e de Chebyshev.Commen�
ons par un exemple. Soit a un r�eel stri
tement positif. La s�erie1Xn=0 0Kn(a)Tn(x)est une solution formelle divergente de l'�equation y0 + ay = 0. Nous savons donner le
ara
t�ere Gevrey de 
ette solution formelle mais quelle est son lien ave
 la solution del'�equation di��erentielle ? L'intarissable Abramowitz nous livre la r�eponse ave
 la formulesuivante Kn(a) = Z 10 e�a 
osh(x) 
osh(nx)dx [1, 9.6.24℄que, moyennant le 
hangement de variable t = 
osh(x) et le fait que 
osh(nar

osh(t)) =Tn(t), nous r�e�e
rivons Kn(a) = Z 11 e�at Tn(t)pt2 � 1 dt :Ainsi nous avons un lien entreKn(a) et e�ax, 
'est-�a-dire un lien entre une solution formelleet une fon
tion solution de l'�equation. Nous allons voir que 
e r�esultat peut se g�en�eraliserpour une 
lasse d'�equations di��erentielles.Nous d�esignons par C le plan 
omplexe C 
oup�e le long de la demi-droite r�eelle ℄�1; 1℄.Alors la fon
tion R : z 7�! 1pz2 � 1pour une 
ertaine d�etermination de la ra
ine, est une fon
tion analytique et uniforme surC. De 
e fait, si a et b sont deux point de C et si 
(a; b) est un 
hemin orient�e stri
tement
ontenu dans C joignant a �a b, alors l'int�egraleZ
(a;b) f(z)R(z)dz (5.14)est d�e�nie pour toute fon
tion f analytique sur C ind�ependamment du 
hemin d'int�egration.En remarquant que la fon
tion R est major�ee sur le disque de 
entre 1 et de rayon � par,��1=2, on peut �etablir que l'int�egrale (5.14) reste d�e�nie de mani�ere unique pour un 
heminissu du point a = 1. Maintenant nous voudrions pouvoir faire tendre b vers l'in�ni ou plusexa
tement puisque nous sommes dans le 
hamp 
omplexe faire tendre b vers l'in�ni dansune dire
tion donn�ee. Pour 
ela, nous devons imposer des 
onditions sur la fon
tions f .D�e�nition 18Pour un entier n et un nombre 
omplexe " de module 1, S(n; ") d�esigne l'ensembledes fon
tions f holomorphes sur C pour lesquelles il existe deux r�eels positifs K eta tels que jf (k)("x)j � Ke�ax 8x > 0; k = 0 � � �n :La notation d" d�esigne la demi-droite issue de 0 passant par le 
omplexe " de module 1.La notation 
(1; "1) d�esigne un 
hemin de C issu de 1 et qui se 
onfond ave
 une portionde d" pour aller �a l'in�ni. Alors pour une fon
tion de S(n; "), pour n � 0, l'int�egraleZ "11 f(z)R(z)dz def= Z
(1;"1) f(z)R(z)dz (5.15)144



5.5 Forme expli
ite de solutions formellesest d�e�nie ind�ependamment du 
hemin 
(1; "1). Comme il est 
lair que le produit d'unefon
tion de S(n; ") par un polynôme est toujours dans S(n; ") nous pouvons donner lad�e�nition suivante.D�e�nition 19Pour f fon
tion de S(0; "), ave
 " 6= �1, nous d�e�nissonsC"n(f) = Z "11 f(t) Tn(t)pt2 � 1 dt : (5.16)Pour une fon
tion de S(0;�1), nous d�e�nissons C�1n (f) par C1n(x 7! f(�x)).Le lien entre les d�e�nitions pr�e
�edentes et les solutions formelles d'�equations di��erentiellesest donn�e par laProposition 43L �etant notre op�erateur di��erentiel holomone g�en�erique, soit f une solution del'�equation Ly = 0. Supposons que f appartienne �a S(r; "). AlorsL (C"n(f)) = 0 :Ce qui revient �a dire que la s�erieP 0C"n(f)Tn est une solution formelle de l'�equationLy = 0.D�emonstration :La fon
tion f appartient �a S(r; "), il est fa
ile de voir que xf y appartient aussi. Il vient alorsC"n(xf) = Z "11 f(t) tTn(t)pt2 � 1dt = Z "11 f(t)X0(Tn(t))pt2 � 1 dt = X0 (C"n(f)) :Nous montrerons plus bas la relationZ x1 Tn(t)pt2 � 1dt = ��(Tn(x))px2 � 1 : (5.17)Admettons la pour le moment et pro
�edons �a une int�egration par partiesC"n(f) = �f(x)Z x1 Tn(t)pt2 � 1dt�11 + Z 11 f 0(x)�(Tn(x))px2 � 1 dx = � �C"n(f 0)� :Ainsi, f v�eri�ant l'�equation homog�ene Ly = 0, nous avons0 = C"n rXk=0 pk(x)f (k)! = rXk=0 pk(X0)C"n �f (k)� = rXk=0 pk(X0)�(r�k)C"n �f (r)� :En appliquant �r �a l'avant derni�ere ligne, 
omme �rC"n �f (r)� = C"n(f) nous obtenonsrXk=0�rpk(X0)�r�kC"n �f (r)� = rXk=0 pk(Xr)�r�kC"n(f) = L (C"n(f)) = 0 :Montrons la relation (5.17)ddx�(Tn(x))px2 � 1 = (x2 � 1)�(T 0n(x))� x�(Tn(x))(x2 � 1)px2 � 1 :145



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOEn utilisant la relation de stru
ture et la r�e
urren
e �a trois termes, nous �etablissons que(x2 � 1)T 0n � xTn = (n� 1)Tn+1 � (n+ 1)Tn�12et en appliquant l'op�erateur � il vient� �(x2 � 1)T 0n � xTn� = �Tn+2 + Tn�24 = (I�X20)Tn = (1� x2)Tn :Nous avons don
 � ddx�(Tn(x))px2 � 1 = Tn(x)px2 � 1 :Par ailleurs nous savons que les polynômes Tn et Tm ont les mêmes valeurs en �1 et 1 si n etm sont de même parit�e. Don
 pour tout n, Tn+1 � Tn�1 est un polynôme nul en �1 et 1, desorte que �(Tn(x))px2 � 1 = An(x)px2 � 1ave
 An(x) polynôme. Ainsi �(Tn(x))px2�1 se prolonge par la valeur 0 en x = 1, 
e qui justi�el'int�egrale (5.17) et 
on
lut la d�emonstration. 2Exemple 18 Consid�erons l'�equation di��erentielle y0 + x2y = 0 dont les solutions sontproportionnelles �a �(x) = e�x3 . Il est fa
ile de 
onstater que la fon
tion � est �a d�e
roissan
eexponentielle dans les trois se
teurs (voir �gure 5.2)nzj � �6 < arg(z) < �6o ; �zj�2 < arg(z) < 5�6 � et �zj � 5�6 < arg(z) < ��2� :Il est assez fa
ile de voir que 2 
hemins dans le même se
teur g�en�ere la même int�egrale.En prenant un 
hemin d'int�egration dans 
haque se
teur nous obtiendrons trois solutionsformelles. En y ajoutant la s�erie de Chebyshev de e�x3 , nous avons 4 solutions pour lar�e
urren
e de Chebyshev asso
i�ee dont l'espa
e des solutions est justement de dimension 4.Nous pouvons, sur 
et exemple, �evaluer num�eriquement les di��erentes int�egrales et v�eri�ersur leurs 
onditions initiales qu'elles sont lin�eairement ind�ependantes. Ce qui r�esout dans
e 
as enti�erement la r�e
urren
e de Chebyshev.Au-del�a de l'exemple que nous venons de donner, nous avons des r�esultats qui permettentd�eterminer l'existen
e de zones de d�e
roissan
e exponentielle pour des solutions d'une�equation di��erentielle. Nous allons �etudier le 
as parti
ulier o�u l'�equation est du typeLy = y(r) + r�1Xk=0 pky(k) = 0 (5.18)
e qui assure que les solutions de 
ette �equation ne peuvent avoir de singularit�e qu'�a l'in�ni.On sait depuis le si�e
le dernier (Fabry [23℄, Birko�, Poin
ar�e) que l'�equation (5.18) admetune base de solutions formelles de la formeeQ(t)t� sXi=1 �i(t�1) �log t�1�i (5.19)146



5.5 Forme expli
ite de solutions formelles
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Fig. 5.2 { Chemins d'int�egration pour les solutions formelles 
orrespondant �a e�x3 .o�u tk = x ave
 k entier et o�u Q est un polynôme �a 
oeÆ
ients 
omplexes, � un 
omplexe,s un entier naturel non nul. Les �i sont des s�eries formelles en 1=t �a 
oeÆ
ients 
omplexes.L'algorithme de Newton issu des travaux de Fabry et repris et d�evelopp�e par Malgrange[44℄ permet de 
onstruire une base de solutions formelles du type (5.19). L'algorithme a �et�eimpl�ement�e en Redu
e dans le programme DESIR [19℄ puis la version Newton rationnel(Barkatou [3℄) dans le programme DESIR2 en Maple [52℄. En g�en�eral les s�eries �i sont di-vergentes mais 
onstituent les d�eveloppements asymptotiques Gevrey de fon
tions que l'onpeut re
onstruire grâ
e �a la th�eorie de la multi-sommabilit�e issue des r�esultats de Ramis[55℄, E
alle, Balser [2℄ et
. Nous reviendrons sur quelques uns des r�esultats de resomma-tion dans la se
tion suivante, mais 
ette th�eorie nous assure que la partie exponentielleeQ(t) quand elle est pr�esente r�egit le 
omportement de la fon
tion solution de l'�equationdi��erentielle sous-ja
ente. La partie exponentielle existe pour au moins une solution for-melle lorsque le point �a l'in�ni est singulier irr�egulier 
e qui se voit sur le polygone deNewton 
omplet de l'op�erateur L. La d�ete
tion des zones de d�e
roissan
e exponentielle sefait alors simplement �a partir du 
oeÆ
ient dominant du polynôme Q. Ainsi, siQ(t) = atn + termes de degr�e inf�erieurl'exponentielle eQ(t) est alternativement exponentiellement 
roissante puis d�e
roissantedans des se
teurs suivant que la partie r�eelle de atn est respe
tivement positive ou n�egative.Cette alternan
e de 
omportement est 
onnue sous le nom de ph�enom�ene de Sto
kes. Nousvoyons d'ailleurs que plus le degr�e de Q est �elev�e plus le nombre de se
teurs de d�e
roissan
esont nombreux. Ce degr�e est 
orr�el�e aux degr�es des polynômes pk dans l'op�erateur L,147



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOqui eux-mêmes in
uen
ent dans le sens 
roissant le nombre de solutions formelles. Nouspensons, bien que nous ne l'ayons pas �etabli rigoureusement, qu'une �etude plus �ne dupolygone de Newton 
omplet de L - au moins dans le 
as restreint d'une �equation du type(5.18) - peut nous donner suÆsamment de se
teurs de d�e
roissan
e pour in
lure toutes lessolutions formelles de Chebyshev surnum�eraires. Il est même probable que nous trouvionstrop de se
teurs don
 une redondan
e de solutions. M. Barkatou a observ�e 
e ph�enom�enedans la re
her
he de solutions d'�equations aux di��eren
es via des int�egrales de Mellin. Lebon nombre de solutions est retrouv�e alors en d�e�nissant des 
lasses d'�equivalen
e quiapparaissent naturellement dans l'emploi de l'algorithme de Newton rationnel. La mêmed�emar
he pourrait nous permettre d'obtenir aussi le bon nombre de 
lasses de solutionsg�en�er�ees par les int�egrales (5.16).Bien que 
ette se
tion s'a
h�eve sur plusieurs questions en suspens, les r�esultats quiy sont pr�esent�es �elu
ident plus nettement la nature des solutions formelles que l'analyseGevrey pr�esent�ee auparavent.5.6 Resommation de s�eries de ChebyshevCette se
tion va traiter de la resommation de s�eries de Chebyshev et non de la resom-mation des s�eries de Chebyshev. En e�et, nous n'allons pas pr�esenter une th�eorie sp�e
i�quede la resommation dans le 
as des s�eries de Chebyshev 
omme il en existe une dans le 
asdes s�eries de Taylor. Nous allons proposer des exemples et des pistes. Les m�ethodes pourresommer 
ertaines s�eries de Chebyshev utilisent des outils g�en�eraux de resommation etnon un outil sp�e
ialement adapt�e, au sens o�u le 
ouple transform�ee de Lapla
e-transform�eede Borel formelle est adapt�e �a la resommation des s�eries de Taylor.5.6.1 Resommation par prolongement analytiqueLa r�e
urren
e v�eri��ee par les 
oeÆ
ients de Chebyshev d'une fra
tion rationnelle g�en�eredes solutions formelles divergentes que nous avons expli
it�ees. La 
onvergen
e des 
oef-�
ients sus-mentionn�es est g�eom�etrique don
 Gevrey 0, 
e n'est don
 pas une suite tr�esrapidement 
onvergente ; la 
ontrepartie est que les solutions formelles asso
i�ees ne sont pastr�es divergentes. Cela va nous permettre que les sommer ave
 des moyens tr�es �el�ementaires.Partons de la s�erie de Chebyshev 1Xn=0 0anTn(x)qui est d'apr�es l'exemple vu en d�ebut de 
hapitre solution formelle de l'�equation�a+ a�12 � x� y = a�1 � a4 : (5.20)Oublions momentan�ement le "prime" de la s�erie et nous posons x = w(z). Nous avonsalors 1Xn=0 anTn(x) = 1Xn=0 anTn�z + z�12 �148



5.6 Resommation de s�eries de Chebyshev= 12  1Xn=0 anzn + 1Xn=0 anz�n!= 12 � 11� az + 11� az�1�= 12 1a � z+z�12a+a�12 � z+z�12= 12 1a � xa+a�12 � x :La resommation apparâ�t dans le passage de la deuxi�eme �a la troisi�eme ligne o�u nous avonsrempla
er les s�eries �eventuellement divergentes selon les valeurs de z par le prolongementsde leur somme au-del�a de leurs r�egions de 
onvergen
e respe
tives (i.e. jzj < jaj�1 pour lapremi�ere et jzj > jaj pour la se
onde). En rajoutant le "prime", nous obtenons don
1Xn=0 0anTn(x) = a�1�a4a+a�12 � x : (5.21)Si le module de a est stri
tement inf�erieur �a 1 la s�erie est bien la s�erie de Chebyshev
onvergente de la fra
tion au se
ond membre. Dans le 
as 
ontraire, nous avons resomm�ela s�erie qui �etait divergente en une fon
tion qui est, au signe pr�es, solution de l'�equation(5.20).Si nous 
hangeons a en a�1 dans (5.21) nous ne ferons que 
hanger le signe du se
ondmembre. Don
 si nous posons y = (a+ a�1)=2 et que nous faisons la demi-somme des se-
onds membres de l'�egalit�e (5.21) pour respe
tivement a et a�1 nous obtenons, moyennantune propri�et�e maintes fois utilis�ees dans 
e do
ument, que la s�erie (somm�ee ave
 le mêmepro
�ed�e !) 1Xn=0 0Tn(y)Tn(x) (5.22)est nulle pour tout x di��erent de y. Nous faisons 
ette derni�ere restri
tion 
ar pour x = yle d�enominateur de la fra
tion rationnelle au se
ond membre de (5.21) est nul. D'ailleurs,dans le 
as o�u x = y on peut v�eri�er que la s�erie (5.22) tend vers l'in�ni. Ce r�esultat peutparâ�tre �etrange mais il est assez 
oh�erent 
omme nous allons le voir de deux mani�eresdi��erentes.D'abord 
onsid�erons (5.22) 
omme une s�erie de Chebyshev formelle, au sens d�e�nidans 
e 
hapitre, de la variable x. E�e
tuons formellement le produit de 
ette s�erie ave
le polynôme x� y ; 
ela revient �a appliquer l'op�erateur X0� yI aux 
oeÆ
ients de la s�erie,�a savoir Tn(y). Nous obtenons(x� y) 1Xn=0 0Tn(y)Tn(x) = 1Xn=0 0 12 (Tn+1(y)� 2yTn(y) + Tn�1(y))| {z }0 Tn(x) = 0 (5.23)puisque nous avons re
onnu la r�e
urren
e �a trois termes pour Tn(y). Ce qui tendrait �asigni�er que la s�erie est nulle quand x� y ne l'est pas.149



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOD'autre part, la s�erie (5.22) peut être interpr�et�ee 
omme le passage �a la limite, si elleexistait, K(x; y) des noyaux polynômiauxKm(x; y) = mXn=0 0Tn(y)Tn(x) ;qui sont expli
it�ees par la fameuse formule de Darboux-Christo�el :Km(x; y) = Tm+1(x)Tm(y)� Tm(x)Tm+1(y)2(x� y) :Ces noyaux ont la propri�et�e suivante : pour toute fon
tion f de L2w[�1; 1℄, ave
 w(y) =(1� y2)� 12 , on a sn(f) = 1� Z 1�1 f(y)Kn( � ; y)w(y)dy :Ainsi en passant �a la limite on est tent�e d'�e
riref = 1� Z 1�1 f(y)K( � ; y)w(y)dyet don
 d'identi�er la s�erie (5.22) �a la fon
tion de Dira
 Æx�y, 
e qui serait 
onsistantave
 une valeur nulle pour x 6= y et in�nie pour x = y. Si l'on se rappelle le lien entrepolynômes de Chebyshev et polynôme trigonom�etrique, 
ette interpr�etation tr�es intuitivede la s�erie (5.22) est 
oh�erente ave
 le d�eveloppement de la fon
tion Æ en s�erie de Fourierdans la th�eorie des distributions, d�eveloppement que l'on peut voir 
omme le passage �a lalimite du noyau de Diri
hlet.5.6.2 Resommation par le pro
�ed�e de Borel-Lapla
eNous avons introduit la notion de s�eries de Chebyshev solutions formelles d'�equationsdi��erentielles en nous inspirant de 
elle plus 
onnue des s�eries de Taylor formelles et ave
l'id�ee de tirer de la th�eorie tr�es aboutie sur 
es derni�eres, des �el�ements pour une �ebau
hede th�eorie dans le 
as Chebyshev. La premi�ere partie de 
e 
hapitre a d�ej�a largement faitusage de 
ette th�eorie �a travers les r�esultats de Ramis sur le 
omportement Gevrey dessolutions formelles. Une grande di��eren
e est �a mettre en exergue d'ores et d�ej�a entreles deux 
as : les s�eries de Taylor divergentes (sous entendu �a rayon de 
onvergen
e nul)n'apparaissent que lorsqu'elles sont 
entr�ees sur un point singulier ; alors que des solutionsformelles de Chebyshev divergentes apparaissent pour une �equation ordinaire au voisinagede tout le segment de d�e�nition de la s�erie (
lassiquement [�1; 1℄). Le grand r�esultat dela th�eorie des s�eries de Taylor formelles dans 
es d�eveloppements les plus r�e
ents, est demontrer que toute solution formelle d'une �equation di��erentielle holonome (et même pluslargement �a 
oeÆ
ients m�eromorphes) peut se \r�ein
arner", pour reprendre un terme deRamis, en une fon
tion solution de l'�equation dont la s�erie formelle sera le d�eveloppementasymptotique dans un se
teur du plan 
omplexe issu du point singulier. 
onvenablement
hoisi 150



5.6 Resommation de s�eries de ChebyshevPremier exempleResommons maintenant la s�erie �etudi�ee pr�e
�edemment1Xn=0 0anTn(x)par le pro
�ed�e de Borel-Lapla
e. E�e
tuons la transform�ee de Borel sur la s�erie, qui seraalors 
onvergente en tout point de C puisque nous partons de 
oeÆ
ients Gevrey 0 et nonGevrey 1, et e�e
tuons les 
al
uls suivants o�u R repr�esente la partie r�eelle :1Xn=0 0anTn(x)n! tn = R 1Xn=0 0anein ar

os(x)n! tn!= R�eatei ar

os(x)�� 12= eatx 
os(atp1� x2)� 12 :D'apr�es la formule 3.893 (2) dans l'ouvrage de Gradshteyn et Ryzhik [30℄, nous avonsl'�egalit�e Z 10 e�ut 
os(vt)dt = uu2 + v2 (u > 0)qui appliqu�ee �a notre 
as donne, pour a < 0 et tout x > 0,Z 10 e�teatx 
os(atp1� x2)dt = 1� ax(1� ax)2 + (ap1� x2)2= 1� ax1 + a2 � 2ax= 12 a�1 � xa�1+a2 � x :Finalement, nous trouvonsZ 10 e�t 1Xn=0 0anTn(x)n! tn! dt = a�1�a4a�1+a2 � x
e qui 
orrobore le r�esultat donn�e par la m�ethode de prolongement.Se
ond exempleLe se
ond exemple �etudie le 
as d'une s�erie d'ordre Gevrey 1, pour laquelle la m�ethodede prolongement de peut s'appliquer puisque la s�erie est divergente partout. Nous avonsmontr�e dans un 
hapitre pr�e
�edent que la s�erie de Chebyshev1Xn=1 (�1)n(n� 1)!Tn(x) ;qui est le pendant de la s�erie d'Euler, est solution formelle de l'�equation di��erentiellex(1� x2)y00 � (1 + 2x� 2x3)y0 + (1 + x)y = �x2 :151



Chap. 5 : Solutions de Chebyshev formelles d'une EDOAppliquons le pro
�ed�e de Borel-Lapla
e �a 
ette s�erie et montrons que le r�esultat obtenuest bien solution de l'�equation di��erentielle. Commen�
ons par e�e
tuer la transformationde Borel que nous prolongeons1Xn=1 (�1)n(n� 1)!Tn(x)tnn! = 1Xn=1 (�1)nTn(x)tnn= �R�ln�1 + tei ar

os(x)��= � ln�p1 + 2xt+ t2�= �12 ln(1 + 2xt+ t2) :E�e
tuons la transform�ee de Lapla
e sur 
e r�esultatZ 10 e�t 1Xn=1 (�1)n(n� 1)! Tn(x)tnn! ! = �12 Z 10 e�t ln(1 + 2xt+ t2)dt= �Z 10 e�t x+ t1 + 2xt+ t2 dt :La somme de notre s�erie de Chebyshev divergente est don
u(x) = �Z 10 e�t x+ t1 + 2xt+ t2 dt :Nous devons montrer que u(x) est solution de l'�equation di��erentielle v�eri��ee formellementpar la s�erie de Chebyshev. Int�egrons par parties�u(x) = ��e�t x+ t1 + 2xt+ t2�10 � Z 10 (�e�t)(��1 + 2x2 + 2xt+ t2(1 + 2xt+ t2)2 )dt= x� Z 10 e�t�1 + 2x2 + 2xt+ t2(1 + 2xt+ t2)2 dt :Par ailleurs, la d�eriv�ee de u estu0(x) = �12 ddx Z 10 e�t ln(1 + 2xt+ t2)dt = �Z 10 e�t t1 + 2xt+ t2dt :En int�egrant par parties la derni�ere int�egrale, il vientu0(x) = � ��(t+ 1)e�t 11 + 2xt+ t2�10| {z }1 +Z 10 (t+ 1)e�t 2(x+ t)(1 + 2xt+ t2)2 dt :En�n, nous avons pour la d�eriv�ee se
ondeu00(x) = � ddx Z 10 e�t t1 + 2xt+ t2dt = Z 10 e�t 2t2(1 + 2xt+ t2)2 dt :En 
ombinant les divers r�esultats obtenus plus haut, nous obtenons don
x(1� x2)u00 � (1 + 2x� 2x3)u0 + (1 + x)u = �x2 � x+ Z 10 e�t R(t; x)(1 + 2xt+ t2)2 dt152



5.7 Con
lusionave
R(t; x) = x(1� x2)2t2 � (1 + 2x� 2x3)(t2 � 1) + (1 + x)(�1 + 2x2 + 2xt+ t2)= x(t+ 1)(t+ 2x+ 1) :Remarquons que (t+ 1)(t+ 2x+ 1) = 1 + 2xt+ t2 + 2(x+ t)et don
 que (t+ 1)(t + 2x+ 1)(1 + 2xt+ t2)2 = 11 + 2xt+ t2 + 2(x+ t)1 + 2xt+ t2= 11 + 2xt+ t2 � tdt � 2(x+ t)1 + 2xt+ t2� :Une derni�ere int�egration par parties nous donne la formule (valable sous 
ondition d'exis-ten
e des int�egrales, existen
e assur�ee dans notre 
as)Z 10 e�t(u(t)� u0(t))dt = ��e�tu(t)�10 + Z 10 e�tu(t)dt = u(0) : (5.24)En utilisant 
ette formule, il vientZ 10 e�t (t+ 1)(t+ 2x+ 1)(1 + 2xt+ t2)2 dt = 1 don
 Z 10 e�t R(t; x)(1 + 2xt+ t2)2dt = x :d'o�u nous d�eduisons quex(1� x2)u00 � (1 + 2x� 2x3)u0 + (1 + x)u = �x2
e que nous voulions montrer.On sait depuis longtemps, et notamment depuis les travaux de Stieljes, donner un sens�a la s�erie divergente d'Euler. En parti
ulier en lui appliquant le pro
�ed�e de Borel-Lebesguenous trouvons 1Xn=1(�1)n+1(n� 1)! zn � Z 10 e� tz1 + tdt = Z 10 e�t1z + tdto�u le symbole� indique autant la somme au sens du pro
�ed�e de Borel-Lapla
e que la notionde d�eveloppement asymptotique Gevrey [56℄. Or, en posant x = w(z), nous 
al
ulons12  Z 10 e�t1z + tdt+ Z 10 e�tz + tdt! = Z 10 e�t t+ (z + 1z )=21 + �z + 1z� t+ t2 = u(x) (5.25)Ainsi la transformation x = w(z) qui relie les s�eries formelles d'Euler et d'Euler-Chebyshev,relie aussi leurs sommes respe
tives obtenues par le pro
�ed�e de Borel-Lapla
e. Cela nousindique un moyen g�en�eral pour resommer une s�erie de Chebyshev en resommant la s�eriede Taylor 
orrespondant et en e�e
tuant la substitution x = w(z) sur la somme obtenue.5.7 Con
lusionL'existen
e de s�eries de Chebyshev solutions formelles d'une �equation di��erentielle,pourtant sans singularit�e sur l'intervalle [�1; 1℄, est un ph�enom�ene surprenant qui tran
heradi
alement ave
 le 
as des s�eries de Taylor. Les r�esultats donn�es dans 
e 
hapitrer�epondent en partie aux interrogations sus
it�ees par 
e ph�enom�ene.153
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Chapitre 6Appli
ation �a la r�esolutionnum�erique des �equationsdi��erentiellesNous avons vu pr�e
�edemment que les s�eries de Chebyshev permettent de repr�esenter etde produire des approximations polynomiales quasi optimales des solutions d'une �equationdi��erentielle holonome. Nous avons aussi pr�esent�e des m�ethodes et des outils informatiquespour manipuler les s�eries orthogonales, de Chebyshev en parti
ulier. Il est alors natureld'�etudier les moyens de 
al
uler (au moins de mani�ere appro
h�ee) les s�eries de Chebyshevsolutions de probl�emes di��erentiels �a l'aide de nos outils. La premi�ere m�ethode que nousavons �etudi�ee d�e
oule d'une fa�
on tr�es naturelle de l'�equation r�e
urrente v�eri��ee par les 
o-eÆ
ients 
her
h�es. Apr�es l'avoir en quelque sorte identi��ee nous utiliserons 
ette m�ethodedans diverses appli
ations. Les probl�emes di��erentiels que nous 
onsid�erons, 
onstruitsautour d'une �equation holonome, sont de la forme8><>: Ciy = 
k i = 1 : : : rLy = rXk=0 pk(x)y(k) = q (6.1)o�u la premi�ere ligne du syst�eme repr�esente des 
onditions suppl�ementaires du typeCiy def= kiXj=1 �i;jy(di;j)(xi;j) = 
i ki; di;j 2 N; �i;j; xi;j; 
i 2 C : (6.2)Ce
i 
omprend en parti
ulier les 
onditions initiales Ciy = y(i�1)(x0) et les 
onditionsaux limites 
lassiques. Notre obje
tif est de r�esoudre 
e probl�eme sur un intervalle donn�e.Pour 
ela nous supposerons que les 
ontraintes ajout�ees �a l'�equation di��erentielle assurel'existen
e et l'uni
it�e de la solution au probl�eme (6.1).6.1 Une m�ethode de r�esolutionPuisque nous sommes 
apables via une transformation lin�eaire de nous ramener �a
e 
as, nous allons pr�esenter une m�ethode pour r�esoudre le probl�eme (6.1) sur l'intervalle155



R�esolution num�erique[�1; 1℄ avant de l'�etendre �a un segment arbitraire. Nous appellerons � la solution (suppos�eeexistante et unique) du probl�eme (6.1). Et nous supposerons que � ne pr�esente au
unesingularit�e sur [�1; 1℄. Une 
ondition suÆsante1 pour 
ela �etant que le polynôme pr nes'annule pas sur 
et intervalle. Nous savons alors que � admet un d�eveloppement en s�eriede Chebyshev � = 1Xn=0 0
nTndont les 
oeÆ
ients 
n sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique et v�eri�ent l'�equation aux di��eren
esL(
n) = qn; n � r : (6.3)Nous rappelons que l'op�erateur L 
onstruit par notre s
h�ema g�en�eral est de la formeL = eXk=�e lk(n)Eko�u e est l'extension de la r�e
urren
e au sens donn�e par la d�e�nition 11 et o�u les lk sont desfra
tions rationnelles. Les 
onditions suppl�ementaires qui apparaissent dans (6.1) imposentaussi des 
onditions sur les 
oeÆ
ients 
n, de la formeCi� = 1Xn=0 0
nCi(Tn) = 
i (6.4)Sous l'hypoth�ese que les points xi;j sont dans l'intervalle [�1; 1℄, l'appli
ation de la pro-position 20 nous montre ais�ement que les normes kCi(Tn)k[�1;1℄ sont au plus �a 
roissan
epolynômiale et que, par 
ons�equent, la somme (6.4) est normalement 
onvergente quel quesoit i. Nous pouvons voir les 
hoses de la fa�
on suivante : les �equations (6.3) et (6.4) 
onsti-tuent un syst�eme lin�eaire in�ni. Ordonnons 
e syst�eme en prenant pour premi�eres lignesles 
onditions (6.4) par ordre 
roissant de l'indi
e i, les lignes suivantes �etant 
onstitu�eesdes �equations (6.3) dans l'ordre 
roissant de n. Nous �e
rivons alors 
e syst�eme sous laforme matri
ielle L
 = q (6.5)o�u 
 est le ve
teur des 
oeÆ
ients de Chebyshev de �
 = t(
0; 
1; : : : ; 
n; : : :)et q est le ve
teur q = t(
0; : : : ; 
r�1; qr; qr+1; : : :) :La matri
e L est un peu d�eli
ate �a d�e
rire 
ar il faut tenir 
ompte de la 
onvention sur les
n d'indi
e n�egatif dans l'�equation aux di��eren
es (6.3). Nous donnons la forme expli
itedes 
oeÆ
ients de L = (Li;j)i;j=0:::1 et nous nous empresserons de donner un exemplea�n de 
lari�er les 
hoses.Li;j = 8<: Ci(Tj) i = 0 : : : r � 1; j = 0 : : :1lj�i(i) + l�j�i(i) i = q : : : e� 1; j = 0 : : :1lj�i(i) i = e : : :1; j = 0 : : :11Condition non n�e
essaire 
omme le montre l'�equation xy0 � 2y = 0 o�u malgr�e la pr�esente d'unesingularit�e en 0 (singularit�e dite apparente pour la raison qui suit) toute solution (�a savoir Kx2) estr�eguli�ere sur C et don
 a fortiori sur [�1; 1℄. 156



6.1 Une m�ethode de r�esolutionIl est assez imm�ediat de v�eri�er qu'�a partir de la e-i�eme ligne la matri
e a une stru
turebande de largeur 2e+ 1 sym�etrique par rapport �a la diagonale.Exemple 19 L'�equation y0� y = 3x� 5 ave
 la 
ondition initiale y(1) = 7 se traduit parle syst�eme
L =

2666666666666666664
12 1 1 1 1 1 � � ��12 1 12 0 0 0 � � �0 �14 1 14 0 0 � � �0 0 . . . . . . . . . 0 � � �0 0 0 �12(m�1) 1 12(m�1) � � �0 0 0 0 �12m 1 . . .0 0 0 0 0 . . . . . .

3777777777777777775 q =
266666666666666664

7�534000...
377777777777777775Bien sûr nous nous savons pas, en g�en�eral, r�esoudre le syst�eme lin�eaire in�ni (6.5). Aussipour appro
her les m + 1 premiers 
oeÆ
ients de Chebyshev de � allons nous appliquerune m�ethode qui peut parâ�tre, au premier abord, un peu rudimentaire. Dans la mesure o�unous savons que les 
oeÆ
ients 
her
h�es sont �a d�e
roissan
e g�eom�etrique, nous n�egligeons
eux d'indi
es stri
tement sup�erieurs �a m i.e. que nous les posons �egaux �a z�ero dans lesyst�eme (6.5). Il est assez imm�ediat de voir que 
ette op�eration transforme le syst�eme in�ni(6.5) en un syst�eme re
tangulaire de dimensions (m+1+ e)� (m+1). Nous notons Lm lamatri
e asso
i�ee aux m+1 pr�emi�ere lignes de 
e syst�eme triangulaire (i.e. la sous-matri
eprin
ipale de dimension m + 1 de L) et Tm la matri
e asso
ie�e aux e lignes restantes.La silhouette de la matri
e re
tangulaire est donn�ee en �gure 6.1. On observera que 
ettematri
e est une matri
e bande (ave
 une largeur de bande 2e + 1) bord�ee2 par r lignespleine. Cette stru
ture parti
uli�ere sera prise en 
ompte pour la r�esolution du syst�eme.Nous 
onsid�erons alors le syst�eme matri
ielLmx = qm (6.6)Supposons 
e syst�eme inversible, notons �
m le ve
teur solution et �
m;n la n-i�eme 
ompo-sante de 
elui-
i. Nous prenons 
omme approximation de la solution � le polynôme dedegr�e m �m(x) = 1Xn=0 0�
m;nTn(x) : (6.7)Pour que la r�esolution du syst�eme (6.6) prenne bien en 
ompte toute la stru
ture del'�equation di��erentielle nous supposons d'une part que m > r + deg(q) de sorte que leve
teur qm 
ontienne tous les 
oeÆ
ients du polynôme se
ond membre q ; d'autre partque m > r + e de sorte que la matri
e Lm 
ontient au moins une ligne repr�esentantenti�erement la r�e
urren
e de Chebyshev. Nous supposons m tel pour tout le reste du
hapitre.2Le le
teur nous pardonnera 
et angli
isme relativement plaisant.157
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6.1 Une m�ethode de r�esolutionLa 
onstru
tion de la matri
e Lm est fa
ile grâ
e aux pro
�edures introduite dans le
hapitre 2. Notamment ave
 la pro
�edure Opdi�-OS nous g�en�erons la r�e
urren
e de Che-byshev don
 la partie bande de matri
e, la pro
�edure eval-OS permet d'�evaluer les 
ondi-tions initiales et don
 d'�etablir les r premi�eres lignes de Lm tandis qu'ave
 la pro
�edureConversion-OSP nous permet d'�e
rire le se
ond membre q dans la base T (r)n .Proposition 44L'approximant �m est solution de l'�equationLy = q + eXk=1 �kT (r)m+ko�u les �k sont des 
onstantes.D�emonstration :D'apr�es la stru
ture de l'op�erateur L, il est fa
ile de voir que 
n = 0 pour tout n > m impliqueque L(
n) = 0 pour tout n > m+ e. Nous pouvons �e
rireL�m(x) = 1Xn=rL(�
m;n)T (r)n (x)= mXn=rL(�
m;n)| {z }qn T (r)n (x) + m+eXn=m+1L(�
m;n)T (r)n (x)= q(x) + �1T (r)m+1(x) + � � �+ �eT (r)m+e(x)o�u 
haque 
onstante �n vaut L(�
m;n+m). 2Remarque 14 On v�eri�e ais�ement que les 
oeÆ
ients �k s'expriment sous la forme ma-tri
ielle 0B� �1...�e 1CA = Tm�
mLes �k viennent en quelque sorte 
ompenser l'oubli des e derni�eres lignes du syst�emetronqu�e.Il appert don
 que la m�ethode de r�esolution pr�esent�ee s'ins
rit dans la famille des � -m�ethodes de Lan
zos dans le sens o�u l'approximant �m est la solution polynômiale exa
ted'une perturbation polynômiale de l'�equation di��erentielle originelle. Nous ferons plus basun rappel sur les � -m�ethodes et leurs diverses variantes.Exemple 20 La fon
tion f(x) = exp�� 3x7+x� d�ej�a vue dans l'exemple 4, est solution duprobl�eme (7 + x)2y0 + 21y = 0 ; y(0) = 1 :Si nous appliquons notre � -m�ethode �a 
e probl�eme, nous obtenons une approximation de fdont l'erreur est report�ee dans la �gure 6.2. On remarquera que l'approximant g�en�er�e parla � -m�ethode peut, dans 
e 
as parti
ulier, être am�elior�ee par addition d'une 
onstante159



R�esolution num�erique(la demi-amplitude de l'erreur) 
e qui 
orrespond �a l'adjon
tion d'une perturbation auniveau des 
onditions initiales. C'est un ra�nement possible des � -m�ethodes utilis�e pourl'approximation de fon
tions sp�e
iales par exemples.
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Fig. 6.2 { La 
ourbe qui est situ�ee au dessus des deux autres est 
elle de l'erreur 
ommisedans l'approximation de exp�� 3x7+x� par la solution de la � -m�ethode. Les deux autres
ourbes, rappel�ees �a titre de 
omparaison, sont 
elles de la �gure 3.1 du 
hapitre 3.
Exemple 21 Retrouvons notre fon
tion-test �(x) = 1b+x solution de la pseudo-�equationdi��erentielle (b+ x)y = 1. Le syst�eme lin�eaire asso
i�e est d�e�ni par

Lm =
26666666666664

2b 21 2b 11 2b 1. . . . . . . . .1 2b 11 2b
37777777777775 qm =

266666666666664
20......00
377777777777775 :

Nous avons don
 a�aire �a une matri
e presque Toeplitz et de toute mani�ere inversiblepuisqu'�a diagonale dominante sous l'hypoth�ese jbj > 1. Nous pouvons même expli
iterl'approximant 
orrespondant�m(x) = 1x+ b + (�1)m Tm+1(x)(x+ b)Tm+1(b)160



6.1 Une m�ethode de r�esolutiondont on peut v�eri�er qu'il s'agit bien d'un polynôme malgr�e les apparen
es (lors de lamise au même d�enominateur x+ b se met en fa
teur au num�erateur) et dont on voit qu'il
onverge uniform�ement vers 1x+b .6.1.1 La �-m�ethode de Lan
zosLa � -m�ethode, introduite par Lan
zos [35, 36℄, est souvent pr�esent�ee 
omme une phi-losophie que nous pouvons r�esumer ainsi : plutôt que de 
her
her une solution appro
h�eed'un probl�eme, 
her
hons une solution exa
te d'une approximation du probl�eme. A l'ori-gine Lan
zos utilise la � -m�ethode pour la r�esolution d'�equations di��erentielles holonomespar des polynômes. Lan
zos 
onsid�ere un polynôme �a 
oeÆ
ients ind�etermin�esb0 + b1x+ � � � + bnxnqu'il voudrait voir v�eri�er une �equation di��erentielle holonome de la forme Ly = q. Les
oeÆ
ients bk doivent pour 
ela v�eri�er un syst�eme lin�eaire qui se trouve sur-d�etermin�e.Cette ind�etermination est lev�ee par adjon
tion d'une perturbation au se
ond membre dela forme �1Vn+1 + � � � + �sVn+so�u les �k sont des 
onstantes (qui ont donn�e le nom de la m�ethode) et les Vk des polynômes.Lorsque que la solution est 
her
h�ee sur un domaine D, les Vn sont 
hoisis de sorte �aêtre mininaux sur D. En parti
ulier, pour D = [�1; 1℄ Lan
zos utilise les polynômesde Chebyshev. Signalons que 
ette id�ee de minimisation a �et�e utilis�ee plus r�e
emmentpar Coleman [15, 14℄ pour des r�esolutions sur des domaines bidimensionnels du 
hamp
omplexe ave
 des perturbations exprim�ees au moyen des polynômes de Faber ad ho
.Une premi�ere fa�
on de r�esoudre en pratique le syst�eme perturb�e introduit par la � -m�ethode a �et�e donn�ee par Lan
zos lui-même et largement �etudi�ee et am�elior�ee par Ortiz etson �e
ole [49, 50, 51℄. Elle repose sur l'introdu
tion des polynômes 
anoniques Qm asso
i�es�a l'op�erateur di��erentiel L par les relationsLQm = xm :Une fois les polynômes 
anoniques 
al
ul�es le probl�eme perturb�e se r�esout grâ
e �a une
ombinaison de polynômes 
anoniques. Bien sûr, deux questions se posent : l'existen
e etl'uni
it�e des Qm d'une part et le 
oût du 
al
ul des polynômes 
anoniques par rapport auprobl�eme initiale. Pour la premi�ere question, Ortiz [49℄ montre qu'ils existent de mani�ereunique3 sauf �eventuellement pour un nombre �ni de valeurs de m, 
es anomalies devantd'ailleurs être prises en 
ompte dans le 
al
ul des solutions appro
h�ees. Sans entrer dansune des
ription d�etaill�ee de la th�eorie des polynômes 
anoniques, nous dirons juste que lesvaleurs \singuli�eres" de m 
orrespondent au 
as o�u notre matri
e Lm est �eventuellementnon-inversible. Le 
al
ul des polynômes 
anoniques peut se faire de mani�ere r�e
ursive, ilne s'agit don
 pas de r�esoudre n �equations di��erentielles quand il n'y en avait qu'une aud�epart. De plus, une fois les polynômes 
anoniques 
al
ul�es, ils peuvent servir �a r�esoudrel'�equation di��erentielle �a un ordre quel
onque 
ompatible ave
 le nombre de polynômes�a disposition et ave
 des 
onditions initiales diverses. Dans la pratique n�eanmoins, Ortiz3modulo les possibles solutions polynômiales de l'�equation homog�ene Ly = 0161



R�esolution num�eriquere
onnâ�t la diÆ
ult�e de programmation due aux valeurs singuli�eres sus-mentionn�ees. Surle plan th�eorique l'appro
he est tr�es f�e
onde. Nous y reviendrons.Dans la mise en oeuvre de la � -m�ethode, telle que nous venons de la pr�esenter, n'ap-parâ�t pas 
lairement le lien entre la solution polynômiale 
al
ul�ee et la s�erie de Chebyshev(dans le 
as o�u la pertubation donn�ee par des polynômes de Chebyshev) de la solutionexa
te. D'autant plus que Lan
zos et Ortiz travaillent ave
 des polynômes exprim�es dans labase 
anonique fxng. Une autre appro
he met plus en avant 
e lien. Elle 
onsiste, 
ommenous l'avons fait, �a travailler sur les r�e
urren
es v�eri��es par les 
oeÆ
ients de Chebyshev(ou autres) de la solution. Cette appro
he a �et�e 
elle de Clenshaw [12℄, Elliot [21℄ et Fox[25℄ dont nous avons vu dans un 
hapitre pr�e
�edent les m�e
anismes de 
onstru
tion desr�e
urren
es. Le lien entre les deux appro
hes a �et�e vu et �etudi�e par Fox [24℄ d'une part etpar l'�e
ole d'Ortiz [20℄ d'autre part.Plus r�e
emment une nouvelle appro
he, dite \op�erationnelle", qui transpose les op�erationsdi��erentielles en op�erations matri
ielles agissant sur des ve
teurs de 
oeÆ
ients, a �et�ed�evelopp�ee par Ortiz et al. (dans l'arti
le [20℄ d�ej�a 
it�e) et par Coutias et al. [16℄. Les der-niers passent, 
omme Fox, a une reformulation en terme d'�equation int�egrale du probl�emedi��erentiel initial.Au bout du 
ompte, 
ha
une des m�ethodes pr�esent�ees 
i-dessus g�en�ere une solutionpolynômiale qui v�eri�e exa
tement l'�equation originelle perturb�ee �a l'aide de polynômesde Chebyshev ou de leurs d�eriv�ees. Ces solutions sont don
, lorsqu'elle ne sont pas �egales,assez semblables vis-�a-vis de la 
onvergen
e 
omme nous allons le voir plus bas. La dis-tin
tion majeure entre les diverses m�ethodes r�eside don
 dans la fa
ilit�e d'automatisationet d'extension qu'elles permettent. De 
e point de vue nous pensons que notre m�ethodepr�esente 
es fa
ilit�es.6.1.2 Analyse d'erreur a posterioriNotons em(x) l'erreur d'approximation de la solution � du probl�eme (6.1) par la solu-tion polynômiale de degr�e m produite par la � -m�ethode dans l'une de ses formulations. Ilest 
lair que em(x) v�eri�e l'�equationLem = �1Vm+1 + � � �+ �sVm+s :Si l'on 
onnâ�t un syst�eme fondamental des solutions de l'�equation homog�eme Ly = 0, onpeut d�eduire, apr�es 
al
ul des �k, une majoration de em. Ce pro
�ed�e a �et�e largement utilis�epour l'�etablissement de tables de valeurs de fon
tions sp�e
iales holonomes (
'est-�a-dire unetr�es large partie des fon
tions sp�e
iales) par Clenshaw, Luke [43℄ et bien d'autres.6.1.3 Convergen
eDans leurs di��erentes formulations les � -m�ethodes ont �et�e �etudi�ees du point de vuede la 
onvergen
e. L'\�equivalen
e" entre les di��erentes m�ethodes pr�esent�ees plus hautet 
elle que nous avons introduite permet d'appliquer les r�esultats des premi�eres �a 
ettederni�ere. En parti
ulier, dans le 
as de l'appro
he par les polynômes 
anoniques, M.R.Cris
i et E.L. Ortiz [17℄ ont d�emontr�e la 
onvergen
e de la � -m�ethode pour les �equationsdi��erentielles. Nous soulignons, �a 
e niveau de l'expos�e, que malgr�e la 
ondes
endan
equi a pu transparâ�tre 
hez 
ertains auteurs vis-�a-vis de l'appro
he par les polynômes
anoniques et de l'�e
ole d'Ortiz, 
elle-
i produit de nombreux r�esultats fondamentaux sur162



6.1 Une m�ethode de r�esolutionles � -m�ethodes et nous ajouterons que nous y avons trouv�e la seule d�emonstration 
laire etg�en�erale de 
onvergen
e pour les �equations di��erentielles. Fort d'un r�esultat existant, nouspourrions passer �a la suite. N�eanmoins, puisque nous apportons une appro
he nouvelle,nous allons introduire des outils sp�e
i�ques �a 
ette appro
he pour l'�etude de la 
onvergen
e.Notons 
exm le ve
teur 
ompos�e des m+ 1 premiers 
oeÆ
ients (exa
ts) de Chebyshevde la solution �. D�e�nissons um = qm �Lm
exmD'apr�es la mani�ere dont nous avons 
onstruit la matri
e Lm et le ve
teur qm, il est assezimm�ediat de voir que les 
omposantes du ve
teur um sont (en posant im = m� e+ 1)(um)i = 8>>>>>><>>>>>>:
1Xn=m+1Ci(Tn)
n ; 0 � i � r � 10 ; r � i � m� eeXk=e�j lk(i)
m+k ; im � i � m ave
 j = i� imNous allons majorer la norme du ve
teur um. Pour 
ela nous disposons de plusieurs infor-mations. D'une part, si �� est la vitesse de 
onvergen
e des s�eries de Chebyshev partiellesde la solution �, nous savons qu'alors pour tout � stri
tement inf�erieur �a �� nous avons lamajoration j
nj < M��n. Par ailleurs nous avons vu que les valeurs jCi(Tn)j sont major�eespar un polynôme en n que nous noterons Pi(n). Il vient alors����� 1Xn=m+1Ci(Tn)
n����� � 1Xn=m+1 jPi(n)jM�n (6.8)Pour 
ontinuer nous �etablissons le lemmeLemme 9Soient � un r�eel stri
tement sup�erieur �a 1 et P un polynôme non nul de C [x℄. Alorspour tout r�eel � tel que 1 < � < � il existe une 
onstante B telle que����� 1Xn=m+1 P (n)�n ����� � B�mD�emonstration :Supposons que P soit un polynôme �a 
oeÆ
ients r�eels positifs. Nous avons alors la propri�et�esuivante 9B1 > 0; 8n;m � 1 P (n+m) � B1P (n)P (m)que l'on montre en la v�eri�ant pour les monômes xk et en utilisant des majorations simples.Alors (en remarquant que pour x > 0, jP (x)j = P (x))����� 1Xn=m+1 P (n)�n ����� � 1�m 1Xn=1 P (n+m)(�=�)m �n � 1�m 1Xn=1�P (n)�n B1P (m)(�=�)m � :Or il existe une 
onstante B2 > 0 telle que8m � 1 B1P (m)(�=�)m � B2163



R�esolution num�eriquepuisque la quantit�e �a gau
he dans l'in�egalit�e tend vers 0. Comme, de plus, la s�erie1Xn=1 P (n)�nest 
onvergente et �a termes positifs, don
 major�ee par une 
onstante B3 > 0. Ainsi����� 1Xn=m+1 P (n)�n ����� � 1�m B2B3| {z }B
e qui �etablit le lemme dans 
e 
as parti
ulier. Si nous ne faisons plus la supposition initiale,nous d�e�nissons le polynôme Q 
omme le polynôme ayant 
omme 
oeÆ
ients les modules des
oeÆ
ients de P . Alors pour tout x r�eel positif jP (x)j � Q(x) et en utilisant la majoration����� 1Xn=m+1 P (n)�n ����� � 1Xn=m+1 Q(n)�nl'appli
ation de la premi�ere partie de la d�emonstration au membre de droite �etablit le lemmepour P quel
onque. 2En appliquant le lemme aux r in�egalit�es (6.8) et en prenant la plus grande valeur B donn�eepar le lemme, nous avons alors pour tout � stri
tement inf�erieur �a �� une 
onstante M1telle que ����� 1Xn=m+1Ci(Tn)
n����� � M1�m : (6.9)D'autre part et d'apr�es la proposition 36 les 
oeÆ
ients lk sont des fra
tions rationnellesdont le degr�e du num�erateur est inf�erieur �a 
elui du d�enominateur don
 
haque fra
tionlk est major�ee par une 
onstante. Alors 
ompte tenu de la majoration des 
oeÆ
ients 
n,nous pouvons trouver une 
onstante M2 telle que������ eXk=e�j lk(i)
m+k������ � M2�m : (6.10)Les in�egalit�es (6.9) et (6.10) entrâ�nent alors la majorationkumk1 def= mmaxi=0 j(um)ij � (m+ 1)max(M1;M2)�m :Comme 
ette majoration est valable pour tout � < ��, nous pouvons �etablir que, pourtout � < ��, il existe une 
onstante positive M telle quekumk � M�m :Maintenant, en remarquant que Lm(
m�
exm) = um et en notant K(m) le 
onditionnementde la matri
e Lm pour la norme induite par k:k1, nous avonsk
m � 
exmk1 � K(m)M�m :164



6.1 Une m�ethode de r�esolutionDe 
ette majoration d'erreur sur les 
oeÆ
ients de Chebyshev nous allons tirer une majo-ration de l'erreur 
ommise dans l'approximation de � par �m. En e�etk� � �mk[�1;1℄ � k� � sm(�)k[�1;1℄ + k�m � sm(�)k[�1;1℄� M 0�m + mXn=0 0j
m;n � 
nj� M 0�m + (m+ 1)k
m � 
exmk1 :Nous obtenons don
 la majorationk� � �mk[�1;1℄ � M 0 + (m+ 1)K(m)M�m (6.11)qui est valable tout m sous la seule hypoth�ese que le syst�eme (6.6) soit inversible. Pour
on
lure, s'il en �etait besoin, quant �a la 
onvergen
e de la � -m�ethode nous faisons la
onje
ture suivanteConje
ture 1Il existe un polynôme ~K tel que K(m) � ~K(m).Cette 
onje
ture est motiv�ee par un r�esultat dû �a Coutias et al. [16℄. Ce r�esultat 
on
erneune matri
e 
onstruite �a partir de la forme int�egrale de l'�equation di��erentielle et qui
orrespond, en y regardant de pr�es, �a la partie \bande" de notre matri
e. Le 
onditionne-ment de 
ette matri
e v�eri�e notre 
onje
ture, il faudrait montrer que l'ajout des 
onditionssuppl�ementaires ne modi�e pas fondamentalement le 
onditionnement.Moyennant notre 
onje
ture, l'in�egalit�e (6.11) montre que l'approximant donn�e parla � -m�ethode 
onverge vers la solution � du probl�eme (6.1) ave
 une erreur major�ee parune suite de raison ��1 pour tout � < ��. Si la fon
tion � est analytique sur C , nousavons �� = 1 
e qui implique que �m 
onverge vers � plus rapidement que toute suiteg�eom�etrique. C'est par exemple le 
as pour �(x) = exp(x) que Rivlin a �etudi�e en d�etail[57℄.6.1.4 Remarques sur la m�ethodeR�esolution sur un segment quel
onquePar sou
i de simpli
it�e nous avons pr�esent�e notre m�ethode pour la r�esolution sur l'in-tervalle [�1; 1℄. L'adaptation �a la r�esolution sur un segment [a; b℄ quel
onque ne pr�esentepas de diÆ
ult�e parti
uli�ere. Nous 
onstruisons le syst�eme lin�eaire �a r�esoudre non plus�a partir de l'�equation aux di��eren
es L
n = qn mais �a partir de l'�equation La;b
n = qa;bn
onstruite dans la proposition 23. Il faut aussi e�e
tuer la translation au niveau des 
ondi-tions suppl�ementaires. Nous obtenons ainsi un syst�eme �a r�esoudre que nous noteronsLa;bm x = qa;bm : (6.12)Ce syst�eme peut être g�en�er�e pour des valeurs arbitraires de a et b, que 
e soient des valeursnum�eriques ou que a et/ou b soient des param�etres formels. L'utilisation du 
al
ul formelnous permet même de r�esoudre le syst�eme (6.12) ave
 a et b formels. Cette possibilit�e serautilis�ee dans les exemples pr�esent�es plus bas et surtout pour le 
al
ul d'approximationsrationnelles qui fera l'objet d'une se
tion. 165



R�esolution num�eriqueLien ave
 les algorithmes du type MillerLa r�esolution d'un sous-syst�eme �ni pour appro
her les solutions du syst�eme in�nipr�esente quelques liens ave
 les m�ethodes de Miller, Olver et Clenshaw pour r�esoudredes �equations aux di��eren
es instables au sens o�u leurs solutions pr�esentes des 
ara
t�eresasymptotiques tr�es di��erents qui font, en langage imag�e, que 
ertaines solutions masquentles autres. C'est pr�e
is�ement le 
as ave
 la r�e
urren
e de Chebyshev d'apr�es l'�etude quenous avons faite des solutions formelles. Dans le 
as tr�es simple de l'�equation y0� ay = 0,le syst�eme (6.6) que nous r�esolvons dans notre m�ethode 
orrespond exa
tement �a l'ap-pli
ation de l'algorithme de Miller pour \extraire" la solution In(a) de la r�e
urren
e deChebyshev asso
i�ee. L'algorithme de Miller se pr�esente ainsi dans le 
as �etudi�e : pour Ndonn�e on pose bN (N + 1) = 0 et bN (N) = 1, on d�etermine bN (n) pour n = N � 1; : : : ; 0par la r�e
urren
e inversebN (n) = 2(n+ 1)a bN (n+ 1) + bN (n+ 2)et en�n on normalise i.e. on prend 
omme solution appro
h�ee de la r�e
urren
e
N (n) = bN (n)�0�bN2 
Xk=0 0(�1)kbN (2k)1A�1 :Il est fa
ile d'�etablir que la suite 
N (n) v�eri�e le syst�eme (6.6).Sans entrer dans les d�etails, nous dirons que pour des �equations di��erentielles d'ordresup�erieur, la r�esolution du syst�eme (6.6) est �a rappro
her du pro
�ed�e de Clenshaw et Luke(voir Wimp [62, se
tions 4.7 et 7.4℄) dans le 
as o�u toutes les solutions domin�ees (don
 les
oeÆ
ients de Chebyshev de fon
tions solutions) ont le même 
omportement asymptotique.Le pro
�ed�e de Clenshaw est 
onvergent sous 
ertaines 
onditions assez te
hniques qu'ilparâ�t diÆ
iles �a assurer a priori pour les r�e
urren
es que nous 
onstruisons.Si nous ne pouvons, dans le 
as g�en�eral, ramener notre m�ethode �a l'une des m�ethodessus-mentionn�ees nous pouvons quand même interpr�eter ainsi la r�esolution du syst�eme(6.6) : les m � r derni�eres lignes for
ent la solution �a v�eri�er la re'
urren
e de Cheby-shev tandis que les r premi�eres lignes, 
orrespondant aux 
onditions suppl�ementaires duprobl�eme di��erentiel, p�enalisent les 
omposantes divergentes (solutions formelles) qui s'ytrouvent. Nous illustrons 
e ph�enom�ene par l'exemple de l'exponentielle pour laquelle
m;n(a) = Km+1(a)Sm+1(a)| {z }!1 In(a)� Im+1(a)Sm+1(a)| {z }!0 Kn(a)o�u nous avons pos�eSm+1(a) = Km+1(a) bm+12 
Xn=0 0(�1)nI2n(a)� Im+1(a) bm+12 
Xn=0 0(�1)nK2n(a) :Ainsi quand m 
rô�t, la partie divergente dans les 
oeÆ
ients s'estompe-t-elle.166



6.2 Appli
ations et exemplesUne remarque sur l'in
uen
e de la perturbationLan
zos [36℄ avait remarqu�e qu'il obtenait une meilleure approximation de l'exponen-tielle par la � -m�ethode ave
 une perturbation en T 0n qu'ave
 une perturbation en Tn. Parailleurs, di��erents auteurs utilisant la � -m�ethode note que 
elle-
i fon
tionne mieux lorsqueles �equations di��erentielles sont transform�ees en �equations int�egrales. Et 
ela pas seule-ment pour les m�ethodes �a base de polynômes orthogonaux, puisque Coleman [15, 14℄ faitle même 
onstat ave
 des polynômes de Faber. Ces deux remarques traduisent le mêmeph�enom�ene. En e�et, l'�equivalen
e entre la m�ethode de Fox et notre m�ethode peut setraduite ainsi : perturber l'�equation int�egr�ee ave
 les polynômes de la base initiale revient�a perturber l'�equation di��erentielle ave
 les polynômes d�eriv�es r fois, r �etant l'ordre del'�equation.Dans notre 
as, ave
 des perturbations en T (r)n , nous proposons une expli
ation duph�enom�ene bas�ee sur le 
omportement asymptotique des solutions de la r�e
urren
e deChebyshev. Nous avons remarqu�e (voir remarque 14) que le 
al
ul des �k se fait apr�es 
al-
ul des 
oeÆents de l'approximant. Il est fa
ile de v�eri�er que 
e d�e
ouplage entre 
al
uldes 
oeÆ
ients et 
al
ul des 
onstantes de perturbations n'est possible qu'ave
 une pertur-bation en T (r)n . Ave
 tout autre type de perturbation il faut tout 
al
uler simultan�ement.Une autre fa�
on de voir 
e ph�enom�ene est de dire que 
'est dans le 
as d'une perturbationen T (r)n que les 
oeÆ
ients du r�esultat de la � -m�ethode sont le plus en ad�equation ave
la r�e
urren
e de Chebyshev. En 
ons�equen
e par l'e�et de p�enalisation dû aux 
onditionssuppl�ementaires, intervient plus pleinement et nous dirons d'autant plus que les 
ompo-santes divergentes divergent plus fortement.En�n pour revenir �a l'aspe
t informatique, nous avons, si besoin est, les outils n�e
essairespour utiliser tout type de perturbations par des polynômes orthogonaux 
lassiques grâ
e �ala pro
�edure de 
hangement de base Conversion-OSP, de même que nous pouvons appliquerla � -m�ethode en travaillant dans d'autres bases de d�epart que 
elle de Chebyshev.6.2 Appli
ations et exemples6.2.1 Int�egration sur un 
heminUne premi�ere appli
ation de la possibilit�e d'utiliser notre m�ethode sur un segment [a; b℄quel
onque est l'int�egration d'une �equation di��erentielle sur un 
hemin 
onstitu�e d'uneligne bris�ee. L'int�erêt pratique d'une telle op�eration est, par exemple, la segmentation d'uneint�egration sur un long intervalle ou le 
ontournement d'une singularit�e dans le 
hamp
omplexe. Soit une suite de points du 
hamp 
omplexe a1; a2; : : : ; ap. Nous supposeronsque la ligne bris�ee form�ee en reliant 
es points ne 
ontient au
une singularit�e. L'obje
tif estd'�evaluer la solution � au point ap. La solution unique est d�etermin�ee par n'importe quelles
onditions du type (6.4) 
ompatibles ave
 le segment [a1; a2℄. Ensuite nous r�esolvons unesuite de prob�emes de Cau
hy dont la 
ondition �a l'origine �a l'extr�emit�e gau
he du segmentest 
al
ul�ee de pro
he en pro
he. En r�esum�e, le 
al
ul est d�e
rit par l'it�eration suivante :
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R�esolution num�erique
-1-2

-i

i degr�e 
arr�e hexagone5 6.288142840 6.28393954610 6.283216666 6.28318627015 6.283185042 6.283185316
Fig. 6.3 { Le tableau �a droite 
ompare le r�esultat de l'int�egration de (1 + x)y0 = 1 sur lesdeux 
hemins pr�esent�es �a gau
he. Les 
hi�res exa
ts sont not�es en gras.sol[1℄ := tau-solve(fLy = q,
onditionsg,[a1; a2℄)for k from 2 to p-1do ordre = min(k,K)
onditions-initiales = fy(i)(ak) = didxi sol[k-1℄(ak); i = 0 : : : r � 1gsol[k℄ = tau-solve(fLy = q; 
onditions-initialesg, [ak; ak+1℄)odL'usage du 
al
ul formel nous permet d'optimiser 
ette op�eration. En e�et, la r�e
urren
ede Chebyshev asso
i�ee �a Ly = q est 
al
ul�ee une seule fois ave
 a et b param�etres formelsqui sont ensuite instan
i�es �a 
haque r�esolution sur un segment donn�e. De plus, dans lasuite de probl�emes de Cau
hy les 
ontidions initiales, toujours prises �a la même extr�emit�edu segment de r�esolution, ont la même 
ontribution dans le syst�eme lin�eaire asso
i�e. Cette
ontribution est don
 
al
ul�ee une seule fois.La fon
tion log(1+x) v�eri�e l'�equation di��erentielle (1+x)y0 = 1. Nous int�egrons 
ette�equation sur un 
hemin ferm�e qui tourne autour de la singularit�e en �1. Nous savons quele r�esultat d'une telle int�egration est un 
hangement de feuillet sur la surfa
e de Riemanndu logarithme qui se traduit par une di��eren
e de 2i� entre les deux extr�emit�es du 
hemin(
onfondues dans le 
hamp 
omplexe mais par sur la surfa
e de Riemann). La r�e
urren
ede Chebyshev relative �a notre �equation estn� 12n 
n�1 � 2 + a+ ba� b 
n + n+ 12n 
n+1 = Æ1;n :Nous avons 
al
ul�e le r�esultat de l'int�egration pour deux type de 
ontour : un 
arr�e et unhexagone, par
ourus dans le sens trigonom�etrique ; et pour di��erents degr�es d'approxima-tion. Les r�esultats sont pr�esent�es par la �gure 6.36.2.2 Syst�emes di��erentielsUne extension de la � -m�ethode assez imm�ediate est la r�esolutions de syst�emes di��erentielslin�eaires �a 
oeÆ
ients polynômiaux. Pour simpli�er la pr�esentation nous 
onsid�erons des168



6.2 Appli
ations et exemplessyst�emes 2� 2 de la forme� _y1_y2 � = � p1;1(x) p1;2(x)p2;1(x) p2;2(x) � � y1y2 � (6.13)la g�en�eralisation �a des syst�emes n � n �etant tr�es simple. Nous 
her
hons y1 et y2 sousforme de s�eries de Chebyshev de 
oeÆ
ients respe
tifs an et bn. Il est alors fa
ile de voirque 
es 
oeÆ
ients v�eri�ent les syst�eme d'�equations aux di��eren
esan = �(p1;1(X0)an + p1;2(X0)bn)bn = �(p2;1(X0)an + p2;2(X0)bn)Ce syst�eme induit, par la � -m�ethode et apr�es adjon
tion de 
onditions initiales pour y1 ety2, un syst�eme lin�eaire don
 la matri
e �a une silhouette du type

Comme dans le 
as s
alaire, on tiendra 
ompte de 
ette stru
ture pour optimiser lar�esolution du syst�eme.Exemple 22 Le syst�eme di��erentiel (6.13) pour p1;1(x) = 0, p1;2(x) = �2, p2;1(x) = 1 etp2;2(x) = �2x a pour solutions� y1y2 � = �  e�x2xe�x2 ! + � � �2F (x)1� 2xF (x) � ave
 F (x) = Z x0 e�t2dt :Le graphe 
i-dessous repr�esente la solution exa
te les 
onditions initiales y1(0) = 1=2 ety2(0) = �1=2 et la solution appro
h�ee de degr�e 20. Le \temps" d'int�egration est assez longpuisqu'il 
orrespond �a l'intervalle [�5; 5℄. 169



R�esolution num�erique
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Finissons par une remarque. Si nous transformons une �equation s
alaire en syst�eme di��erentielave
 la matri
e 
ompanion asso
i�ee, la r�esolution de 
e syst�eme est 
omparable �a la miseen oeuvre de la m�ethode de Clenshaw pr�esent�ee plus haut.6.2.3 Singularit�es irr�eguli�eresNous avons beau
oup insist�e sur l'approximation des fon
tions analytiques par less�eries de Chebyshev mais nous pouvons être moins exigeants sur les fon
tions et obtenirn�eanmoins des s�eries de Chebyshev 
onvergeant vers 
es fon
tions. Par exemple, si la
ontinuit�e sur [�1; 1℄ (et par extension sur tout segment [a; b℄) n'assure que la Cesaro-sommabilit�e, la s�erie de Chebyshev d'une fon
tion C1 
onverge en tout point vers lafon
tion [46℄.Nous allons utiliser notre � -m�ethode pour 
al
uler les s�eries de Chebyshev de fon
tionssolutions d'�equations di��erentielles singuli�eres sur l'intervalle asso
i�e �a la s�erie. A travers
es exemples, nous allons montrer que malgr�e la singularit�e nous trouvons des r�esultatstr�es pr�e
is.La premi�ere fon
tion que nous 
onsid�erons est f(x) = exp(��x ) ave
 � > 0. f estsolution de l'�equation homog�enex2y0 � �y = 0 y(1) = 1eLa fon
tion f est C1 sur [0; 1℄, mais 
es d�eriv�ees su

essives �etant toutes nulles en 0 ellen'est bien sûr pas analytique en 
e point. Cependant l'approximation par les s�eries deChebyshev tronqu�ees permet un bon r�esultat et le 
al
ul des s�eries par la � -m�ethode sefait tr�es bien. Wimp [62℄ obtient 
es 
oeÆ
ients par un traitement dire
t de la relation der�e
urren
e(n+ 1)
n + (3n+ 4� 4�)
n+1 + (3n+ 5 + 4�)
n+2 + (n+ 2)
n+3 = 0 (6.14)170



6.2 Appli
ations et exemplesqu'ils v�eri�ent. La m�ethode utilis�ee est le Clenshaw averaging pro
ess. Wimp a tabul�e ([62,table 7.1℄) une valeur exa
te �a 10 d�e
imales pour les 5 premiers 
oeÆ
ients en 
al
ulant les54 premiers 
oeÆ
ients dans le 
as � = 1. Nous obtenons la même table ave
 la � -m�ethodeau même ordre. Nous remarquerons au passage que la r�e
urren
e (6.14) d'ordre 4 obtenuepar Wimp, grâ
e �a la 
onnaissan
e d'une forme exa
te de la solution 
her
h�ee, est 
elleobtenue par la m�ethode de Lewanowitz : elle est don
 minimale. En revan
he, 
elle quiest impli
itement utilis�ee par notre m�ethode est d'ordre 5. Cela est dû �a la singularit�e en0. En e�et, lorsque nous transformons l'intervalle [0; 1℄ en [�1; 1℄, le 
oeÆ
ient de tête del'�equation devient (1 + x)2 et s'annule don
 en �1, 
e qui implique que la r�e
urren
e quenous g�en�erons L = (I +X1)2 � 2��n'est pas optimale. Mais elle se fa
torise, pour redonner la r�e
urren
e (6.14). La �gure 6.4pr�esente les r�esutats que nous obtenons grâ
e �a la � -m�ethode.Wimp [62, p.127℄ 
onsid�ere aussi la fon
tiong(x) = �xe�xEi(�x)o�u Ei est l'exponentielle int�egrale. Nous 
her
hons �a appro
her 
ette fon
tion sur [1;1[.Pour 
ela, nous ramenons le probl�eme sur [0,1℄ en 
her
hant la s�erie de Chebyshev deg(1=x). Wimp utilise la même te
hnique que pr�e
�edemment, et nous la � -m�ethode ap-pliqu�ee �a l'�equation x2y0 + (x� �)y = ��; y(1) = �e�Ei(�) :Pour � = 2, nous trouvons les 
oeÆ
ients de Chebyshev que 
eux tabul�es par Wimp.Les r�esultats que nous venons de voir nous permettre d'entrevoir une possibilit�e d'utilis�enotre m�ethode pour l'�evaluation des s�eries formelles divergentes qui apparaissent dans lessolutions formelles de type eP ( 1x )x� 1Xn=n0 anxnd'�equations holonomes, pratiquant ainsi une forme de resommation.6.2.4 Equations non-lin�eairesLa � -m�ethode est 
on�
ue originellement pour des �equations holonomes, pour lesquelleson peut g�en�erer le syst�eme lin�eaire in�ni v�eri�er par les 
oeÆ
ients 
her
h�es. Cependantune premi�ere extension dans le 
as lin�eaire, propos�ee par Fox et Parker, 
onsiste �a rem-pla
er les 
oeÆ
ients non polynomiaux par une approximation polynômiale (par les s�eriesde Chebyshev par exemple). Ortiz et Samara [51℄ ont propos�e une m�ethode it�erative pourtraiter les non-lin�earit�es ave
 la � -m�ethode. Nous allons pr�esenter l'id�ee de base de lam�ethode sur le 
as parti
ulier des �equations de Ri

ati. Nous ne donnons pas de r�esultatssur la 
onvergen
e de la m�ethode, le but de 
ette se
tion �etant de montrer que notre outilde programmation rend absolument imm�ediate l'impl�ementation de la m�ethode.Consid�erons l'�equation de Ri

atiy0 = A(x)y2 +B(x)y + C(x) y(x0) = y0 (6.15)171
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Fig. 6.4 { Erreurs 
ommises dans l'approximation de exp(�2=x) par les solutions issuesde la � -m�ethode �a l'ordre, respe
tivement de haut en bas et de gau
he �a droite, 10, 20, 30et 40
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6.2 Appli
ations et exempleso�u A(x), B(x) et C(x) sont des polynômes. La m�ethode d'Ortiz et Samara 
onsiste enl'it�eration suivante � Y0 = y0Y 0k � (A(x)Yk�1 +B(x))Yk = C(x) (6.16)Les �equations di��erentielles en Yk sont r�esolues par la � -m�ethode. On se �xe �a l'avan
eun degr�e K pour l'approximation polynômiale 
her
h�ee. Ainsi les K premi�eres �etapes
onsistent �a in
r�ementer de 1 le degr�e de Yk dans la r�esolution de l'�equation di��erentielle.Une fois atteint le degr�e K, la r�esolution se fait �a degr�e 
onstant, de sorte que deg(Yk) =min(k;K).tau-ri

ati := pro
edure(A,B,C,K,N,y0,intervalle)Y = y0for k from 1 to Ndo ordre = min(k,K)Y = tau-solve(fy0 � (A(x)Y +B(x)) = C(x); y(x0) = y0g, ordre,intervalle)odUne remarque fondamentale dans l'utilisation de 
et algorithme est la suivante : dansla phase o�u le degr�e de Yk est stabilis�e, la matri
e issue de la � -m�ethode est pleine puisquel'extension est �egale �a l'ordre plus 1. De 
e fait, la r�esolution en nombres rationnelles faitrapidement explos�e la taille des 
oeÆ
ients. Il faut don
 travailler ave
 des 
ottants. Ilest alors fondamental d'avoir des syst�emes lin�eaires bien 
onditionn�es. En l'o

uren
e laremarque de J.P. Boyd [8℄ sur l'emploi de la base 
anonique en arithm�etique exa
te nes'applique pas i
i.Exemple 23 Consid�erons l'�equation de Ri

atiy0 + y2 + y = �1 ; y(0) = 1dont la solution est y(x) = 12 � p32 tan p32 x� �3! :Nous notons 
n les 
oeÆ
ients de la s�erie de Chebyshev sur [0; 1℄ de y(x). Nous appliquonsnotre algorithme pour trouver des approximations polynomiales de degr�e d. Nous notonsalors 
(d;N)n les 
oeÆ
ients du r�esultat de degr�e d obtenu en N it�erations i.e. le r�esultat detau-ri

ati(-1,-1,-1,d,N ,y(0) = 1,[0,1℄). Nous avons tabul�e 
i-dessous (table 6.1) les r�esutatsobtenus pour d = 6 ave
 12 puis 18 it�erations. Pour un degr�e �x�e, il apparâ�t que les valeursdes 
(d;N)n 
onvergent vers des valeurs qui ne sont pas les 
oeÆ
ients exa
ts. Pour diminuerl'erreur entre 
(d;N)n et 
n il faut augmenter le degr�e d des approximations. Nous le faisonsdans le tableau suivant (o�u nous ne pr�esentons que les 6 premiers 
oeÆ
ients) :173



R�esolution num�erique
n 
(6;12)n 
(6;18)n0 .4268109278 .4269202146 .42692021271 -.6402520234 -.6402886946 -.64028869442 .1089322356 .1089463476 .10894634783 -.2873030299E-1 -.2873460131E-1 -.2873460121E-14 .6578394601E-2 .6579883442E-2 .6579883470E-25 -.1601254595E-2 -.1604168575E-2 -.1604168572E-26 .3803553684E-3 .3861973654E-3 .3861973660E-3
(8;18)n 
(10;18)n 
(12;18)n0 .4268172978 .4268112956 .42681094661 -.6402541605 -.6402521473 -.64025203052 .1089330579 .1089322831 .10893223813 -.2873055239E-1 -.2873031743E-1 -.2873030392E-14 .6578470406E-2 .6578398962E-2 .6578394813E-25 -.1601278187E-2 -.1601255841E-2 -.1601254669E-26 .3803730802E-3 .3803557383E-3 .3803553892E-3Tab. 6.1 { CoeÆ
ients de Chebyshev exa
ts et appro
h�es de 12 �p32 tan�p32 x� �3�6.3 Probl�eme de Cau
hy et approximation rationnelleNous 
onsid�erons un probl�eme de Cau
hy asso
i�e �a une �equation di��erentielle holonome(P) 8<: y(i)(x0) = 
i; i = 0 � � � r � 1pr(x)y(r)(x) + � � � + p0(x)y(x) = q(x); pr(x0) 6= 0: (6.17)Nous voulons obtenir une approximation de la solution � de 
e probl�eme autour du pointinitial x0.6.3.1 Approximant globalAve
 une s�erie de Chebyshev d�e�nie pour un segment 
ontenant x0, nous savons quenous obtiendrons une approximation de � dans une ellipse entourant x0. Seulement noussavons aussi, que la qualit�e de l'approximation se d�egrade ave
 l'�eloignement (dans le sensparti
ulier que nous avons d�e�ni) par rapport au segment. Vient alors l'id�ee que pour
al
uler une valeur appro
h�ee de � en un point x du plan il faut utiliser une s�erie deChebyshev d�e�nie sur un segment 
ontenant x. Mais 
omme une telle s�erie sera 
al
ul�eeave
 notre m�ethode, il faudra aussi que x0 soit sur 
e segment. Il y a une in�nit�e desegments 
ontenant x. Il y a toujours une in�nit�e de segments 
ontenant x et x0, maisune \moindre" in�nit�e si l'on ose dire. Le lemme suivant va nous permettre de 
hoisir unsegment meilleur que les autres dans un 
ertain sens.Lemme 10 174



6.3 Probl�eme de Cau
hy et approximation rationnelleSoit f une fon
tion de M . Soit [a1; b1℄ et [a2; b2℄, deux segments du plan 
omplexetels que [a1; b1℄ � [a2; b2℄. Supposons de plus que f soit analytique sur [a2; b2℄. Alorsla vitesse 
onvergen
e ��1 de la s�erie de Chebyshev de f sur [a1; b1℄ est sup�erieure �ala vitesse 
onvergen
e ��2 de la s�erie de Chebyshev de f sur [a2; b2℄.D�emonstration :Soit s une quel
onque singularit�e de f . Notons h1 la similitude h�1a1;b1 et h2 la similitude h�1a2 ;b2 .Rappelons que ��1 = mins2Sg(f) r(h1(s)) et ��2 = mins2Sg(f) r(h2(s))(la fon
tion r a �et�e d�e�nie page 70 ainsi que la fon
tion l que nous utilisons plus bas). Intro-duisons h la similitude qui envoie a1 sur a2 et b1 sur b2. Il est 
lair que h1 = h2 Æ h. Sansperte de g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que les points a1, b1 , a2 et b2 sont ordonn�es defa�
on que a1 soit entre a2 et b1. Cette similitude est en fait une homoth�etie dont le 
entre estsitu�e entre a1 et b1. Il est alors fa
ile de voir que s est �a l'int�erieur du triangle (a2h(s)b2), 
eimplique que js� a2j+ js� b2j � jh(s) � a2j+ jh(s)� b2jCette in�egalit�e sera 
onserv�ee si nous appliquons la similitude h2 �a 
ha
un des points pr�esents.Nous pouvons don
 �e
rire, en nous souvenant que h1 = h2 Æ h,jh2(s)� 1j+ jh2(s) + 1j � jh1(s)� 1j+ jh1(s) + 1ji.e. l(h2(s)) � l(h1(s)) 
e qui implique r(h1(s)) � r(h2(s)). Comme la derni�ere in�egalit�e estvraie pour toute singularit�e de f , le r�esultat �enon
�e est d�emontr�e. 2
�
�
�
�

�
�
�
�

-1 1

a1a2
b1

h1(s)h2(s)
h2
h1 s

h(s)

b2
Fig. 6.5 { A
tion des similitudes h1, h2 et hAinsi le 
hoix naturel pour appro
her � en un point x est d'utiliser la s�erie de Chebyshevd�e�nie sur [x0; x℄, que nous �e
rivons1Xn=0 0
n(x)Tn(h�1x0;x(z)) :175



R�esolution num�eriqueTronquons 
ette s�erie �a l'ordre m et �evaluons la en x. En tenant 
ompte du fait queTn(h�1x0;x(x)) = Tn(1) = 1, nous obtenons l'approximant suivant�̂m(x) def= mXn=0 0
n(x) :Nous le nommons approximant global 
ar il synth�etise en une seule expression, une in�nit�ede s�eries de Chebyshev.Exemple 24 Si x0 = 0 et �(x) = exp(x) alors l'approximant global est�̂m(x) = mXn=0 02In(x) (6.18)o�u les In sont les fon
tions de Bessel modi��ees. On re
onnâ�t dans �̂m la s�erie de Neumannof exp(x) tronqu�ee �a l'ordre m (voir [1, 9.6.37℄).Nous nous posons les deux questions suivantes : pour quelles valeurs de x l'approxi-mant global �̂m est-il d�e�ni ? Quelle est la qualit�e de l'approximant ? La r�eponse �a lapremi�ere question nous est donn�ee par la d�e�nition : l'approximant existe en x si la s�eriede Chebyshev de � existe sur [x0; x℄ don
 si [x0; x℄ ne 
ontient pas de singularit�es de �. Ilest alors fa
ile de voir que �̂m est d�e�nie sur l'�etoile de Mittag-Le�er [6℄ du probl�eme (P)dont nous pr�e
isons laD�e�nition 20Soit s0 un point du plan 
omplexe. Soit S un ensemble �ni de points du plan 
omplexene 
ontenant pas s0. On appelle �etoile de Mittag-Le�er relatif �a s0 et S le plan
omplexe priv�e des demi-droite issue de s et de dire
tion �!s0s pour tout point s del'ensemble S.On appelle �etoile de Mittag-Le�er du probl�eme (P), l'�etoile de Mittag-Le�er relative�a x0 et �a Sg(�).Du fait des 
oupures, � est est une fon
tion analytique uniforme sur l'�etoile de Mittag-Le�er du probl�eme (P).Pour estimer la qualit�e d'approximation d'une s�erie de Chebyshev nous avons introduitla notion de vitesse de 
onvergen
e. Nous pouvons introduire 
ette notion pour l'approxi-mant global. Ainsi pour 
haque point x de l'�etoile de Mittag-Le�er nous dirons que �̂m apour vitesse de 
onvergen
e, la vitesse de 
onvergen
e de la [x0; x℄-s�erie de Chebyshev de�. Cette vitesse sera not�ee ��(x). Il est alors int�eressant de d�eterminer les r�egions assu-rant une vitesse minimale de 
onvergen
e pour �̂m, 
e qui revient en fait �a d�eterminer les
ourbes de niveau de ��(x).D�e�nition 21Soit un point x du plan 
omplexe. Nous rep�erons un point y du plan 
omplexe parles 
oordonn�ees (r; �)x telles que r 2 R+ , � 2 [0; 2�[ et y � x = rei�.176



6.3 Probl�eme de Cau
hy et approximation rationnelleProposition 45Si s de 
oordonn�ees (s0; �0)x0 est l'unique singularit�e de �, alors l'approximant �̂m
onverge au moins �a la vitesse � > 1 en tout point int�erieur au lima�
on de Pas
ald�e
rit dans le syst�eme de 
oordonn�ees polaires (r; �)x0 par l'�equation :r = 2�2s0(�2 � 1)2 ��+ ��12 � 
os(�0 � �)� : (6.19)D�emonstration :L'�equation de l'ellipse E� dans le syst�eme de 
oordonn�ees polaires (r; �)�1 est (en appli
ationde r�esultats bien 
onnus sur les 
oniques)E� : r = pe1� e 
os(�) ave
 ( p = �� ��1e = 2�+��1 : (6.20)Pour � �x�e et x de 
oordonn�ees (r; �)x0 , hx0;x(s) a les 
oordonn�ees � s02r ; �0 � ���1 et la vitessede 
onvergen
e de �̂m est sup�erieur �a � si hx0;x(s) est �a l'int�erieur de E� i.e. sis02r � pe1� e 
os(�0 � �) , s02p �1e � 
os(�0 � �)� � r (6.21)et en substituant p et e par leurs expressions en fon
tion de �, nous obtenons le r�esultat�enon
�e. 2Dans le 
as o�u � a plusieurs singularit�es, les domaines de vitesse minimale s'obtiennentpar interse
tion des lima�
ons.Exemple 25 Nous pr�esentons en �gure 6.6 les lima�
ons relatifs �a x0 = 0 et �a une uniquesingularit�e s = ei�4 et en �gure 6.7 les domaines de vitesse de 
onvergen
e pour l'ap-proximant global 
entr�e en x0 = 0 de l'ar
tangente, don
 ave
 les singularit�es i et �i.6.3.2 Approximation rationnelle : les �-fra
tionsLa notion d'approximant global est tr�es th�eorique 
ar elle suppose de pouvoir 
al
ulerl'in�nit�e de s�eries de Chebyshev sous-ja
entes. Dans la pratique, 
ela n'est pas possible.En revan
he nous pouvons appro
her 
es s�eries par la � -m�ethode appliqu�ee au probl�emede Cau
hy. En e�et, nous pouvons �etablir le syst�eme lin�eaire 
orrespondant �a la r�esolutiondu probl�eme de Cau
hy sur le segment [x0; x℄ ave
 x quel
onque 
'est-�a-dire param�etresymbolique dans le syst�eme. Ce syst�eme est not�e d'apr�es les notations vues plus hautLx0;xm x = qx0;xm : (6.22)Nous avons a�aire �a un syst�eme lin�eaire �a 
oeÆ
ients fra
tions rationnelles en x dont ler�esultat est un ve
teur de fra
tions rationnelles dont nous notons les 
omposantes ~
m;n(x)et auquel nous asso
ions la solution appro
h�ee~�m(x) = mXn=1 0~
m;n(x)177
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6.3 Probl�eme de Cau
hy et approximation rationnellequi est don
 rationnelle. Pour la 
on
ision - �a d�efaut d'�el�egan
e - nous nommerons \� -fra
tion" l'approximant ~�m(x).Illustrons par des exemples num�eriques les qualit�es d'approximation des � -fra
tions.Soulignons, d'embl�ee, que bien que ~�m(x) soit une fra
tion rationnelle, l'approximant a �et�e
al
ul�e �a l'aide d'une m�ethode initialement pr�evue pour des approximations polynômiales.Ainsi il n'est pas insens�e de faire des 
omparaisons entre les � -fra
tions et des approxi-mants polynômiaux du même degr�e que la � -m�ethode. En parti
ulier, nous allons 
omparerles � -fra
tions ave
 les approximations polynômiales obtenues par J.P. Coleman [15, 14℄grâ
e �a la � -m�ethode ave
 des perturbations sous forme de polynômes de Faber adapt�esaux r�egions du plan 
omplexe dans lesquelles l'approximation est 
her
h�ee. J.P. Coleman[14℄ pr�esente deux versions de sa � -m�ethode, l'une dite \dire
te" et l'autre \int�egr�ee", lase
onde donnant de meilleurs r�esultats 
omme l'avait remarqu�e remarqu�e Lan
zos pourles perturbations de Chebyshev (voir remarque plus haut). Nous allons 
onstater 
e faitnum�eriquement. Une autre mani�ere de g�en�erer une approximation rationnelle �a partird'une m�ethode polynômiale 
onsiste, par exemple, �a 
al
uler l'approximant de Pad�e �apartir de la s�erie de Taylor tronque�e de la solution � (
al
ulable �a partir du probl�eme deCau
hy).Ainsi dans les exemples qui suivent nous allons 
omparer l'erreur (en norme in�nie)d'approximation de la solution dans les 
ases suivants(1) S�eries partielles de Taylor de degr�e n.(2) Approximants de Pad�e 
al
ul�es �a partir des n + 1 premiers termes de la s�eriel'approximant [p; p℄ si n = 2p et [p+ 1; p℄ si n = 2p+ 1.(3) Approximations polynômiales de Coleman (2 versions).(4) � -fra
tions.Les valeurs tabul�ees dans les exemples pour les 
as (1) et (3) sont dues �a Coleman.Exemple 26 Les erreurs d'approximation par les � -fra
tions de la fon
tion �(z) = exp(z)(�0(z)��(z) = 0, �(0) = 1) sont donn�ees pour le un demi-disque (Table 6.2, voir Coleman[15, Table 1℄) et sur le 
arr�e unit�e (Table 6.3, voir Coleman [15, Table 3℄). Donnons les� -fra
tions pour quelques valeurs de n :~�3(z) = �z3 + 10 z2 + 48 z + 96z3 � 10 z2 + 48 z � 96~�4(x) = 5 z4 + 80 z3 + 672 z2 + 3072 z + 61445 z4 � 80 z3 + 672 z2 � 3072 z + 6144~�5(x) = �3 z5 + 70 z4 + 896 z3 + 6912 z2 + 30720 z + 614403 z5 � 70 z4 + 896 z3 � 6912 z2 + 30720 z � 61440Remarquons que 
es fra
tions v�eri�ent une propri�et�e de l'exponentielle puique ~�n(�z) =~��1n (z).Exemple 27 Cet exemple traite de l'int�egrale de Dawson qui est d�e�nie parF (z) = e�z2 Z z0 es2ds : (6.23)179



R�esolution num�erique
Degr�e Taylor � -m�ethode Approximants � -fra
tionsde Coleman de Pad�e3 5.16E-2 3.18E-2 4.26E-2 1.02E-34 9.95E-3 4.00E-3 5.52E-3 1.03E-45 1.62E-3 3.34E-4 6.63E-4 2.01E-66 2.26E-4 2.81E-5 6.65E-5 1.51E-77 2.79E-5 1.76E-6 6.58E-6 2.21E-98 3.06E-6 1.11E-7 5.52E-7 1.31E-109 3.03E-7 5.52E-9 4.60E-8 1.52E-1212 1.73E-10 1.15E-11 4.82E-12 2.96E-17Tab. 6.2 { Erreurs d'approximation de exp(z) par les � -fra
tions sur lese
teur jzj � 1, j arg zj � �=2

Degr�e Taylor � -m�ethode Approximants � -fra
tionsde Coleman de Pad�e3 2.03E-1 1.88E-1 1.12E-1 5.35E-34 5.56E-2 3.27E-2 2.16E-2 5.13E-45 1.28E-2 5.81E-3 2.55E-3 2.15E-56 2.54E-3 9.98E-4 3.06E-4 1.53E-67 4.43E-4 1.45E-4 2.72E-5 4.74E-88 6.89E-5 1.89E-5 2.43E-6 2.69E-915 1.30E-11 1.19E-12 4.86E-15 2.21E-20Tab. 6.3 { Erreurs d'approximation de exp(z) par les � -fra
tions sur le
arr�e jRe(z)j � 1, jIm(z)j � 1.
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6.3 Probl�eme de Cau
hy et approximation rationnelleLa fon
tion F (z) �etant impaire nous posons u(t) = F (z)=z ave
 t = z2. La fon
tion u estsolution de l'�equation di��erentielle2ty0(t) + (1 + 2t)y(t) = 1; y(0) = 1 (6.24)et a le d�eveloppement en s�erie de Taylor suivantu(t) = 1Xk=0 (�1)k2ktk(2k + 1)!! : (6.25)La table 6.4 les erreurs d'approximation de u(t) par les � -fra
tions sur le se
teur ft : jtj �1; j arg(t)j � �6 g (voir Coleman [14, table 2℄).Faisons quelques observations relatives aux pôles des � -fra
tions.Exemple 28 Si �(x) = ar
tan(x) alors (1 + x2)�0(x) = 1 et �(0) = 0. Notre m�ethode
onstruit alors les � -fra
tions suivantes :~�3(x) = 163 x �280x2 + 35x4 + 384�15x6 + 504x4 + 2176x2 + 2048~�4(x) = 163 x �5x2 + 16� �39x4 + 608x2 + 768�4048x6 + 55x8 + 37888x4 + 94208x2 + 65536~�5(x) = 3215 x �41896x6 + 1155x8 + 317824x4 + 727040x2 + 491520�91x10 + 12896x8 + 226304x6 + 1101824x4 + 1900544x2 + 1048576En utilisant les suites de Sturm, nous v�eri�ons que tous les pôles des approximants ~�n
i-dessus sont soit sur la demi-droite [i; i1[ soit sur la demi-droite [�i;�i1[ 
'est-�a-dire les 
oupures de l'�etoile de Mittag-Le�er asso
i�ee. Ainsi l'approximant ~�n est-il d�e�nienti�erement sur l'�etoile ave
 bien sûr une d�egradation de la pr�e
ison ave
 l'�eloignementpar rapport �a l'origine. Cette appartenan
e des pôles aux 
oupures est parti
uli�ere �a 
etexemple et due �a la sym�etrie de l'�equation di��erentielle (1 + x2)�0(x) = 1. Dans le 
asg�en�eral, il semble exp�erimentalement que les pôles de ~�n s'appro
hent des 
oupures del'�etoile de Mittag-Le�er ou alors tendent vers l'in�ni quand s'y trouve une singularit�e.Illustrons 
e point ave
 les exemples suivants :ex1 + x : (1 + x)y0 � xy = 0; y(0) = 112� 2x+ x2 : (2� 2x+ x2)y = 1pour lesquels les 
oupures et les pôles des � -fra
tions sont pr�esent�es sur les �gures 6.8 et6.9.Nous avons appliqu�e la notion d'approximant global �a la re
her
he de solutions de probl�emesde Cau
hy sous forme de � -fra
tions. La parti
ularit�e d'un probl�eme de Cau
hy est d'assu-rer que le point pour lequel sont donn�ees les 
onditions initiales est 
ontenu par tous les seg-ments qui d�e�nissent impli
itement la � -fra
tion, l�egimitant ainsi l'emploi de la � -m�ethode.181



R�esolution num�erique
Degr�e Taylor � -m�ethode Approximants � -fra
tionsde Coleman de Pad�e3 1.5E-2 6.2E-4 2.3E-3 2.8E-54 2.7E-3 5.2E-5 1.9E-4 3.6E-65 4.2E-4 3.4E-6 2.1E-5 4.5E-86 5.7E-5 2.0E-7 1.1E-6 4.4E-97 6.8E-6 1.1E-8 8.3E-8 4.3E-108 7.2E-7 4.9E-10 3.7E-9 3.4E-12Tab. 6.4 { Erreurs d'approximation de u(t) par les � -fra
tions sur lese
teur jtj � 1, j arg tj � �=6
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6.4 Con
lusion
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xFig. 6.9 { Pôles des � -fra
tions approximant 12�2x+x2 de degr�e : 2 (+), 4 (Æ) et 6 (2).N�eanmoins les propri�et�es de 
onvergen
e hors des segments de d�e�nition des s�eries deChebyshev permettent l'emploi de la � -m�ethode pour des probl�emes dont les 
onditionssuppl�ementaires sont donn�ees en des points ext�erieurs au segment mais int�erieurs �a uneellipse de 
onvergen
e. On peut ainsi donner la solution d'un probl�eme aux limites sousforme d'une � -fra
tion.6.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous n'avons pas eu la pr�etention de pr�esenter une m�ethode der�esolution d'�equation di��erentielle nouvelle. Nous avons bien marqu�e la �liation de notrem�ethode ave
 une s�erie d'autres m�ethodes qui partagent la propri�et�e d'être en dernierressort des � -m�ethodes. En revan
he nous avons tent�e de montrer que l'impl�ementation enMAPLE de l'algorithmique de manipulation des s�eries orthogonales, et en parti
ulier deChebyshev, nous permet de fa
iliter l'usage des � -m�ethodes et de l'adapter �a des situationsnouvelles.
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Con
lusionBilanEn usant de la terminologie introduite dans 
e m�emoire, nous pouvons r�esumer lesobje
tifs de notre travail : premi�erement le 
al
ul e�e
tif de la r�e
urren
e de Chebyshevet deuxi�ement l'�etude th�eorique de 
elle-
i.Aspe
t algorithmiqueGrâ
e �a la tr�es belle th�eorie des polynômes hyperg�eom�etriques, nous avons obtenu unem�ethode g�en�erale pour l'appli
ation d'un op�erateur di��erentiel �a une s�erie d�evelopp�ee sui-vant une famille de polynômes hyperg�eom�etriques, don
 �a toute s�erie orthogonale 
lassiqueet en parti
ulier aux s�eries de Chebyshev. L'impl�ementation en MAPLE de 
ette m�ethodedans le pa
kage orthoserie fournit un outil essentiel et souple pour la mise en oeuvre dem�ethodes de r�esolution d'�equations di��erentielles holonomes. En parti
ulier, nous avons�e
rit des pro
�edures de r�esolution reposant sur la � -m�ethode de Lan
zos et aboutissant �ades approximations polynômiales aussi bien que rationnelles des solutions 
her
h�ees.Aspe
t th�eoriqueAu 
ommen
ement de notre travail de th�ese, nous avions un obje
tif th�eorique biend�e�ni : d�eterminer la nature des solutions formelles issues de la r�e
urren
e de Chebyshevet leur relation ave
 les fon
tions solutions de l'�equation di��erentielle initiale. A 
etteprobl�ematique, dont nous n'avons pas trouv�e tra
e dans la litt�erature, nous avons fourniun ensemble de r�eponses de natures diverses. En premier lieu, nous avons montr�e 
ommentl'on peut �a partir d'un polygone de Newton 
onstruit sur l'�equation di��erentielle originelled�eduire le 
ara
t�ere Gevrey pr�e
is�e des solutions formelles. Mais au-dela de 
ette premi�ereanalyse, notre but primordial �etait de voir se reproduire pour les s�eries de Chebyshev
e petit mira
le qui, dans la th�eorie de la multi-sommabilit�e, fait ressurgir d'une s�eriede Taylor divergente une fon
tion solution d'�equation di��erentielle. Bien loin d'avoir pro-duit pour les s�eries de Chebyshev une th�eorie aussi 
ompl�ete et �el�egante que 
elle de lamulti-sommabilit�e pour les s�eries de Taylor formelles, nous avons en revan
he illustr�e lelien existant entre solutions formelles et fon
tions solutions : d'une part sous la formed'une int�egrale et d'autre part en utilisant des pro
�ed�es de resommation issus de la k-sommabilit�e. Nous avons en�n d�e
rit et programm�e des m�ethodes pour la re
onstru
tiond'�equations di��erentielles �a partir de la r�e
urren
e de Chebyshev ou �a partir d'une s�erieformelle. Ces deux pro
�ed�es sont, outre leur int�erêt th�eorique, des outils fort utiles pourpoursuivre l'�etude des solutions formelles puisqu'ils permettent la 
onstru
tion d'exemplesplus d�eli
ats �a obtenir qu'ave
 les s�eries de Taylor.185



Con
lusionPerspe
tivesEn 
e qui 
on
erne notre 
ode informatique nous devons y in
orporer d'autres m�ethodesspe
trales pour les �equations di��erentielles ordinaires et surtout les �equations aux d�eriv�eespartielles. Ave
 les outils dont nous disposons, nous pouvons disposer rapidement de 
esextensions. Nous aurions alors un 
ode 
onsistant qui viendrait appuyer l'id�ee que le 
al
ulformel peut fa
iliter la mise en oeuvre des m�ethodes spe
trales, permet d'augmenter lataille des probl�emes trait�es et de diminuer le 
oût de 
al
ul.D'un point de vue math�ematique, une premi�ere id�ee serait de valider analytiquement,
omme l'avons fait pour les s�eries de Chebyshev, les pro
�ed�es formels pour les s�eries depolynômes orthogonaux. Pour 
ela nous pourrons exploiter des r�esultats de 
onvergen
eexistants pour les s�eries de Ja
obi (sur des disques elliptiques), de Laguerre (sur desparaboles) et d'Hermite (des bandes de plan). Une suite logique de 
ette analyse seraitl'�etude de r�e
urren
es de Ja
obi, Laguerre et Hermite. Cette �etude sera probablementplus d�eli
ate qu'ave
 les s�eries de Chebyshev qui se distinguent par des propri�et�es bienspe
i�ques. En�n, et �a plus 
ourt terme, nous avons �a 
ompl�eter l'�etude des solutionsformelles de Chebyshev dans les dire
tions indiqu�ees au 
hapitre 5.
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